EXEUEPELRUD 


CUM GINDIM 


ŞI REZOLVĂM 
200 DE PROBLEME 


| | Ë + UNT RODU CERE 


Există probleme care „seamănă“ cu altele anterior rezol- 
eate 51 пи facem decit să „imităm“ rezolvarea cunoscută, 
sau care se reduc la simpla aplicare a unor formule şi pro- 
cedee cunoscute. Acestea sînt mat curind exerciţii — de 
fixare st însușire completă a procedeelor. 

Е т151й însă şi probleme propriu-zise, adică probleme la 
care găsirea soluției este... problematică. Deşi cunoşti tot ce 
trebuie pentru stabilirea soluției (constati aceasta cind 
ți se arată soluția), nu e sigur că о poti găsi, ea necesutind 
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INTRODUCERE 
o anumită „inspiraţie“, o idee salvatoare; în fond, un efort 
de creaţie. Cu cit această idee este mai ascunsă, cu atit 
satisfacția de a o descoperi — cînd reugegti — este mat 
mare. Este acel sentiment superior, specific uman, care 
constituie mobilul principal al tuturor actelor de creație. 
Dar si dacă nu reuşeşti, ești curios să afli cum ar fi trebuit 
gîndit. Cînd ţi se spune şi înţelegi, ai de asemenea о satisfac- 
ție, însă, acum, umbrită de regretul că nu ai descoperii sin- 
gur. În orice caz, faptul de a nu fi găsit singur soluția nu 
trebuie să te descurajeze — știind că i se poate întimpla 
oricui și mai ales dacă nu se intimplá la toate problemele. 
Dintre aceste probleme, unele rămîn simple jocuri — 
utile ca antrenament; altele însă sînt importante şi prin 
conținut, prin faptul că deschid orizontul spre probleme 
mari ale ştiinţei. (Pe acestea le-am grupat în secțiunea 
IV — Orizont.) Granița între aceste două categorii nu este 
precisă; istoric, unele probleme păreau a fi de suaplu Joe 
sl abia ulterior și-au dovedit şi importanța științifică. 


Important este ca rezolvitorul să gîndească пи numai 
<trict matematic, ci şi asupra procesului de gindire: să 
se întrebe dacă o problemă dată este de simplă aplicare sau 
de gîndire creatoare, dacă ea e frumoasă sau urită și de ce, 
dacă felul cum a gîndit era natural, dacă ideea rezolvării 
era în adevăr ascunsă, din ce cauză a eșuat în găsirea solu- 
[tei sau, invers, prin ce complex de împrejurări a avut succes 
etc. Ріпа la urmă, el va constata că gîndirea creatoare nu 
înseamnă, cum părea, numai inspiraţie capricioasă — 
ceea ce in argou școlăresc se traduce prin expresia „ti-a 
căzut fisa“ — că ea se educă, creşte în putere chiar dacă 
nu ajunge la siguranță deplină, st se educă tocmai prin 
atenția ce se dă analizei procesului de gindire. 
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Pentru а da impuls une astfel de preocupări, culegerea 
de fată nu are numai două părți, сі, în general, patru: 
1. Enunturi, 2. Cum gindim, 3. Ideea, 4. Soluţia. Pe 
fiecare pagină stă scris despre care din aceste patru părți 
este vorba. 

În faţa enunjului, rezolvitorul încearcă singur; dacă 
nu reușește, caută nişte indicati la rubrica Cum gíndim 
(la numărul respectiv al problemei) şi încearcă din nou; 
dacă nici acum nu reușește, caută la rubrica Ideea și, în 
fine, consultă rubrica Soluţia. 

(Nu în toate problemele este nevoie de toate cele patru 
trepte; unde ideea este naturală, se trece direct la expunerea 
soluţiei.) 

După conţinut, problemele sînt împărțite în patru capi- 
tole, intitulate: І. Perspicacitate, II. Logică, III. In- 
ventivitate, ГУ. Orizont. Împărțirea e făcută după carac- 
terul dominant şi e oarecum relativă (de exemplu, în toate 
este nevoie, evident, de logică, nu în toate caracterul inventip 
este la fel de accentuat). Partea a V-a cuprinde Alte pro- 
bleme. 

Cunostintele necesare rezolvării le are orice elev ajuns 
în clasa a X-a; pentru multe probleme, st unul din clasele 
mat mici. Dar, cum spuneam, cunoştinţele nu sînt sufi- 
ciente... 

În general, problemele sint aşezate în ordinea de difi- 
cultate crescîndă. 

Nu am indicat sursa sau autorul problemei, deoarece nu 
le cunosteam la toate; multe din probleme le-am aflat din 
întrebările pe care ni le-au pus diferiti elevi, care la rîndul 
lor le aflaseră de la colegi, asifel încît enunturile circulau 
ca un fel de „folclor matematic“, cu autor anonim. 
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Ca şi într-o antologie de literatură, selectarea din multele 
ти de probleme existente a unui număr restríns e chestiune 
de „gust“; m-am ghidat їп principal de gustul elevilor cu 
care am venit în contact, al acelor elevi animați de plăcerea 
de a gîndi. 

Prezenta culegere nu e alcătuită în vederea pregătirii 
unui examen; deci nu e necesar să fie parcursă într-un timp 
dai, си o anumită febrilitate; am spune mai curind cá este 
vorba aici de matematică distracted, dar nu ne însușim 
acest adjectiv, căci întreaga matematică este şi distractivă. 
Cititorul trebuie s-o parcurgă numai în măsura în care 
aceasta îi face plăcere. Îl avertizăm că această plăcere se 
micşorează pînă aproape de dispariție dacă de la enunţ sare 
direct, grăbit, la citirea soluției. Plăcerea este strins legată 
de încercările personale. Rubricile cu indicații sau soluții 
constituie numai un stimulent sau un fel de discuție pe 
Marginea acestui efort personal. 
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I. Perspieaeitate 


1. Calculati din minte numărul: 


10? + 11? + 12? + 13? + 14? 


N = 
365 


2. Priviţi ceasornicul; înregistraţi cît timp vă trebuie: 
a) pentru a pune semnul < sau > între fracțiile: 


112 127 
449 507 
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b) pentru a spune care din numerele: 
7 13 29 41 59 67 73 


divide numárul 3599 
с) pentru а memora numárul: 


1 339 117 351 


d) pentru a afla viteza medie a unui mobil care parcurge 
distanța Bucuresti-Ploiesti cu 20 km/oră, apoi fără să se 
oprească, distanţa  Ploiesti-Bucuresti cu 30 km/oră. 


8. Uniti punctul Н cu punctul de intersecţie al dreptelor 
d, d', care se află in afara figurii (fig. 1). 


4. Liniile a $i b (fig. 2) au fost trasate cu o cretá al cárei 
„virf“ era un segment de 1 cm, ţinut tot timpul paralel 
cu marginile verticale ale tablei. 

Apreciati din ochi care are ,suprafata" mai mare. 


5. Trenurile 7, şi 7,, la 300 km unul de altul, pornesc 
unul spre celălalt mergind cu 50 km/oră. În același 
moment, de pe T, pleacă o muscă ce merge cu 70 km /oră. 
Musca merge pînă se izbeşte de 7,. Citi km a mers pînă 
în acest moment? Apoi ricoşează mergind spre T, pînă 
îl intilneste, apoi ricoşează spre T, ş.a.m.d. pînă ce 
trenurile se ciocnesc şi musca este strivită. 

Ce distanţă a parcurs, în total, musca? 


6. Apa care se transformă în gheaţă îşi măreşte volumul 
cu 9%. Dar dacă gheaţa se topeşte, cu cit la sută își 
micşorează volumul? 
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7. Într-un vas cilindric cu diametrul 3 dm este apă pînă 
la nivelul i = 3 dm; pe apă pluteşte o bucată de gheaţă 
cu masa 1,30 kg. 

Sá se айе nivelul apei după ce se va topi gheaţa. 


8. Un inspector soseşte zilnic în gara G la ora 8. În ace- 
laşi moment ajunge în gară masina care îl duce de la gară 
la şantier. 

Într-o zi, luînd alt tren, a ajuns în gară la ога 7 sia 
plecat pe jos; pe drum, în punctul I, a întîlnit mașina 
care venea să-l ia, s-a suit în ea şi a ajuns la santier cu 
20 minute mai devreme decit de obicei. Se ştie că maşina 
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merge eu vitezá constantá, lar inspectorul, pe jos, cu 
6 km/oră. 

Se intreabá: a) distanta parcursá de inspector pe jos, 
b) viteza maşinii, c) distanţa gară — şantier. 


9. Un om visleşte împotriva curentului riului. La un 
moment dat cade în apă o láditá, dar el observă acest 
lucru abia dupá 10 minute. Se intoarce $1 gáseste ládita 
intr-un loc situat cu 1 km maila vale fatá de locul unde 
a pierdut-o. Sá se afle viteza apei din rîu. Se presupune 
cá atit la dus cit şi la întors omul pune vislele in apă la 
fel de des si efortul cu care actioneazá asupra lor este 
acelaşi. 


10. Vasul A conţine apă, iar B alcool pur. Se toarnă în 
А un pahar plin de alcool pur din В, apoi se scoate din 
A un pahar de amestec care se toarnă în B. Ce relaţie 
există între cantitatea de alcool din A şi cantitatea de 
apă din В? 


П. Să se arate că pentru п impar 


1 1 1 1 

Ap Ap is 

x y 2 х-+у-+2 

1 1 1 _ 1 

gn y^ zn z^ + y^ + zn 


12. Sá se arate că ecuația 
1 1 1 
T TY Y 


nu are soluții întregi pozitive. 
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À Ü rig. 5 


13. o scará este rezematá de perete si podea, ca dreapta 
A B (fig. 5). Pentru a-i asigura stabilitatea (a o impiedeca 
sá lunece) cineva leagá cu o sirmá treapta din mijlocul 
М al scării, de un cirlig fix ce se află în О. 


A procedat bine? 


14. Suma unghiurilor unui patrulater strimb (cele patru 
virfuri nu sint în acelaşi plan) este mai mică decît 360°. 


15. Şase puncte în spaţiu. Fiecare din segmentele obti- 
nute prin unirea a două din aceste puncte se colorează 
sau cu negru sau cu alb. Să se arate cá va exista cel puţin 
un triunghi cu virfurile în trei din cele şase puncte avind 
laturile de aceeaşi culoare. 
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II. Logică 


16. Pe trei borcane de compot, unul de cireşe, altul de 
vişine, altul cu amestec cireşe și vigine, toate etichetele 
au fost puse greșit. 

Scotind o singură fructá din un singur borcan, să fe 
determine conţinutul tuturor. 


17. La un concurs se prezintă şase oraşe O,, 0,, O3, O,, О;, 
O, reprezentate fiecare de cite una din persoanele 
A, B,C, D, E, F. 
Stim cà 
(1) A şi reprezentantul lui О, sint medici, 
E şi reprezentantul lui O, sînt profesori, 
С şi reprezentantul lui О» sînt ingineri. 
(2) Grupele: а) B, 0,, 0;; b) A, О, 0;; с) D, O,. 0, 
reprezintă fiecare un medic, un profesor, un inginer. 
Să se afle din ce oras este fiecare din cele 6 persoane. 


18. Tre: oameni: O,, O, O}. Li se arată pe masă trei 
discuri albe și două negre şi li se spunecă lise va lipi pe 
spate cite un disc. După ce se face aceasta, ei sînt aşezaţi 
în şir, astfel că О, priveşte in spatele lui O, si 0,; 0, 
în spatele lui О,; iar O, nu vede nimic. Ce fel de disc ai 
pe spate? О, răspunde: „Nu ştiu“; apoi О, răspunde „Nu 
ştiu“; apoi О, răspunde „Știu“. 

Ce disc avea Ó, şi cum a rationat? 

(Se presupune că cei trei ştiu să rationeze perfect.) 


19. Aceeaşi problemă cînd sînt 7 oameni, 10 discuri albe 
şi 6 negre, primii patru răspund succesiv „Nu ştiu“, 
iar al cincilea răspunde „ştiu“. 

Generalizare. 


colecţia cristal € colecţia cristal € colecţia cristal 


15 


16 


ENUNTURI 


20. Călătoresc împreună cu tovarásul meu P. Ajung Іа 
o răscruce de unde se deschid două drumuri, unul bun și 
unul înfundat. În regiune sînt numai două categorii de 
oameni: 1) acei care spun totdeauna adevărul; 2) acei 
care spun totdeauna minciuni. 

La răscruce se află un om О, despre care nu ştiu dacă 
e sincer sau mincinos. 

Ce întrebări să-i adresám pentru а afla cu siguranţă 
drumul bun? 


21. О conversaţie: 
A — Am trei copii. 
B — Ce virste au? 
A — Produsul virstelor lor (în ani, numere întregi) este 36 
B — Această informaţie nu e suficientă pentru a afla cele 
trei numere. 
A — Suma virstelor este egală cu numărul de etaje al 
blocului pe care i! ai în faţă. 
В (după ce numără etajele) — Tot nu se poate alla. 
A — Cel mai mare are ochi albaştri. 
B — Acum pot afla. 

Să se afle virstele celor trei copii şi numărul de etaje 
despre care a vorbit A cu B. 


22. La o serată studenţească au fost 74 persoane (băieţi 
51 fete). Ajunse la cămin fetele au făcut o clasificare și au 
constatat: Florica a dansat numai cu un băiat, Ana cu 
3 băieţi, apoi: Ema cu 9 băieţi, loana cu 10, Maria cu 
11 s.a.m.d., fiecare a avut un dansator mai mult decit 
precedenta pînă la ultima, Sofia, care a dansat cu toti 
băieţii aflaţi la serată. 
Cite fete şi citi băieţi au fost? 
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23. Se consideră n? numere, printre care nu existà două 
egale, aşezate într-un tablou patratic cu n linii si n 
coloane. 

Se alege cel mai mic număr a de pe fiecare rînd; fie A 
cel mai mare din aceste n numere. Se alege cel mai mare 
număr b de pe fiecare coloană; fie B cel mai mie din 
aceste n numere. 


Să se arate că A < B. Să se arate un exemplu în care 
== p. 


24. Aflaţi distanţele de la virfurile triunghiului la 
punctele de contact cu cercurile înscris şi exinscris, in 
funcţie de laturi, folosind judecata cea mai directă. 


25. Un triunghi dreptunghic. Cele două cercuri exin- 
scrise corespunzătoare catetelor. 
Suma razelor lor este egală cu ipotenuza. 


26. Notăm cu L mulţimea punctelor M din plan cu pro- 
prietatea MA = MB. Notăm cu F mulţimea punctelor 
mediatoarei segmentului AB. 

Demonstrăm teorema: orice punct de pe mediatoare 
este la egală distanță de A şi B. Prin ce relaţie între 
mulțimile L și F se traduce enunţul ei? 

Demonstrăm teorema: orice punct la egală distanță 
de A şi В se află pe mediatoare. Transcrieti-o ca relație 
între L şi F. 

Demonstrăm ambele teoreme. Care este relaţia între 
L si F? 


27. Dacă două triunghiuri au un unghi egal cuprins între 
laturi proporționale, ele sînt asemenea. 
Cuvîntul cuprins este esenţial? 
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28. Sá se demonstreze cá dacă triunghiurile ABC, 
A'B'C' sint ascutit-unghice şi dacă 
AB _ BC 


А = А'; == 
) A'B’ B'C' 


ele sint asemenea. 


29. Într-un triunghi dreptunghic ABC (А = 90°) 
1 1 1 


b р c? 


Reciproca este adevărată? 


HI. Inventivitate 


30. O camerá are dimensiunile 10 m si 7 m. 

În cele 4 colţuri este cite o sobă, fiecare ocupind 
1 m?. Pentru pardosire se folosesc 22 plăci cu dimen- 
siunile 3 m x 1 m. 

Să se arate că nu pot fi lăsate toate plăcile netăiate. 


31. Pe o latură AB a patratului ABCD ca bază se con- 
struieşte spre interior un triunghi isoscel МАР cu unghiu- 
rile de la bază de cite 15°. Să se arate că triunghiul HC D 
este echilateral. 


32. Trei cercuri egale au un punct comun. Cercul care 
trece prin celelalte trei puncte în care cercurile se inter- 
sectează două cite două este egal cu cercurile date. 


(23. Se consideră un punct M, interior triunghiului ABC, 
18 şi cercurile ABM, ACM, BCM. Să se arate că cercul 
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ABC este mai mare ca cel mai mic dintre cele 3 cercuri 
şi mai mic decit cel mai mare. 


34. Pe laturile AB, BC, CA ale triunghiului ABC se 
iau punctele C”, A’, В’, astfel cá AC’ = = AB, BA' = 
pO BA. 

3 3 


Dreptele AA', BB', CC' împart triunghiul ABC ín 
7 párti: 3 patrulatere, 3 triunghiuri avind cite un virí 
comun cu ABC si un triunghi in mijloc (fig. 6). 

Sá se afle ariile lor în funcţie de aria triunghiului dat. 


35. Generalizare. 


. 86) Oricum am alege punctele M, N, L pe laturile 


triunghiului A BC (fig. 7), cel puţin unul din triunghiurile 
1, 2, 3 are aria a < FS (Š = aria АВС). 

37. in problema precedentă am întilnit relaţia 

Aria AML | AM-AL 


Aria ABC AB: AC ` 
toare în spaţiu? 


Care este relaţia corespunză- 


38. Se poate extinde problema 36 în spaţiu? 


39. Fiind dat triunghiul ABC să se afle punctul D astfel 
ca patrulaterul ABCD să fie:a) inseriptibil; b) circum- 
scriptibil (să existe un cere tangent la toate laturile lui). 


40. a) Sá se construiască triunghiul ABC, cunoscînd 


înălțimile А, şi h, şi mediana ma. 
b) Idem, cunoscind ha, Ma, A. 
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@) AB si AC tangente la cerc; B şi C pe diametrul 
perpendicular pe АО; MN o tangentă variabilă. 
Să se arate cá BM - CN = constant (fig. 8). 


42. O secantă oarecare trecînd prin punctul A taie cercul 
în Ë şi F, şi coarda BC (care uneşte punctele de contact 
ale tangentelor din A) în D. 


Să se demonstreze că ce 22108 le А si D 
AF Dp (Punctele A si 


împart segmentul EF în acelaşi raport, numai de semne 
contrarii; se spune că A şi D sînt conjugate armonie 
fatá de E si F). 


43. Figura 9. AB, AC tangente la cerc. M, mijlocul lui 
AB; MC mai taie cercul in D, iar AD în E. Să se arate 
că EC || AB. 


44. Punctul M este variabil pe segmentul AB (fig. 10). 
Cercurile circumscrise patratelor AMCD şi ВМЕЕ, 
de laturi AM şi MB, se taie în H şi N. 

a) Să se arate că punctele A, E, N sînt colineare; de ase- 
menea В, С şi N. 

b) Să se arate că dreapta MN. trece printr-un punct fix. 


45. Se dau două puncte fixe F, F' şi o dreaptă d, pe care 
se mişcă punctul M. Să se afle: a) poziţia lui M, aşaiel 
încît suma MF + MF' să fie minimă; b) cum variază 
această sumă cînd M parcurge toată dreapta. 


46. Fiind date două puncte fixe F şi F' (numite focare) 
şi un segment (a cărui lungime o notăm 2a), locul punc- 
telor M din plan, pentru care MF + MF' = 2a este o 
curbă închisă numită elipsă. Putem desena elipsa dacă 
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fixăm capetele unei sfori de lungime 2a în F si F’, iar 
cu virful creionului ţinem sfoara întinsă,  mişcindu-l 
(fig. 11). Este necesar са FF” < 2a. 


a) Fiind date punctele F’, F şi segmentul de lungime 2a, 
care definesc o elipsă, şi o dreaptă d, fărăa desena elipsa, 
să se afle dacă dreapta d taie elipsa; 

b) M fiind un punct al elipsei, să se arate că bisectoarea 
exterioară a unghiului F'MF este tangenta la elipsă. 


47. Să se arâte că produsul distanțelor de la două virfuri 
ale unui triunghi la bisectoarea exterioară а celui de al 
treilea se poate exprima în funcţie de latura ce uneşte cele 
două viriuri şi de suma celorlalte. 


48. Să se facă o legătură între problemele 46 şi 47. 


49. Să se afle unghiurile triunghiului care are ca virfuri: 
mijlocul unei laturi a unui triunghi oarecare dat şi cen- 
trele patratelor construite spre exteriorul triunghiului pe 
celelalte două laturi. 


(50) Pe laturile unui patrulater ABCD se construiesc 


in exterior patrate. Dacă O,, O,, O,, O, sint centrele 
lor, segmentele 0,0, şi 0.0, sint egale şi perpendiculare. 


. Centrele triunghiurilor echilaterale construite pe 
aturile unui triunghi dat spre exterior sint viriurile 
unui triunghi echilateral. 


52. Aceeași problemă, cu ajutorul unghiurilor. 


53. Se consideră pe un cerc trei arce de cîte 60° (fig. 12), 
intre care rămîn arcele 2 «, 28, 2y. Mijloacele coardelor 
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Fig. 18 


Fig. 13 ij 


t2 
et 
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ce subintind arcele 2a, 28, 2y sint virfurile unui triunghi 
echilateral. 


54. Sá se dea problemei 53 o solutie cu ajutorul nume- 
relor complexe. 

(Suma a douá numere complexe corespunde cu suma 
vectorilor reprezentativi; produsul a douá numere com- 
plexe: inmultim modulii, adunám argumentele.) 


55. Dacá dreptele AA', BB', CC' sínt paralele, atunci 
punctele х (BC x B'C'),8 (AC x A'C^), y (AB x A'B?) 
sint colineare (fig. 13). 


56. Dacă dreptele AA’, BB’, CC” sint concurente, punc- 
tele = (BC x B'C”, B (CA x C'A’), y (AB x А'В') 
sint colineare (fig. 14). (Aceasta este teorema lui Desar- 
gues; triunghiurile ABC, А'В'С' cu proprietatea indì- 
cată se numesc omologice.) 


57. Să se enunte şi să se demonstreze proprietatea suge- 
rată de figura 15. 


58. Să se verifice că 

Y Aaa a a 7 Ace E а 

/ 343 + 589. V2- /843 — 589-79 = 6. 
59. Sà se arate cà 


1? + (CI +... + (CS? + ... + (С)? = CR, 


60. Сз, (combinári de m — 1 cite k), unde m = 2" este, 
oricare ar fi k, număr impar. 


61. C», 0< k < 2”, este par, de forma 2%: i, cu т impar. 
Să se determine a în funcţie de Л. 
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Fig. 14 


colecţia cristal $ colecţia cristal $ colecţia cristal 


27 


ENUNTURI 


olecţia cristal $ colectia cristal € colecţia cristal 


ENUNTURI 

62. Sá se arate cá douá din sumele 
$S, = Сі + Ci = 
S, = С? + C5 28 
S; =C lll. 


sint egale între ele, iar a treia diferă de una din acestea 
cu 1. 


on=2 


n=l E a .; š А 
63. Can Como = 2% - i (i, impar) 
Sà se determine a. 


° ` . DD 2 1 с 
64. 5е consideră şirul a, = 1, а, = 2a, + 21, ... dan = 
= 2 a, + 2", 


Să se demonstreze că dacă şi numai dacă п este o 
putere a lui 2, atunci şi a, este o putere а lui 2. 


65. Pentru orice n natural, 

"i 2n—1 < — 
2n V/ 2n4-1 

Interpretare. Generalizare. 


66. lim ((n + 15 — n], 0 ck —1 


67. Sà se determine m astfel ca 
f(x) == V costr + m sin?z + l/ sintz + m cos? x 
sá nu depindá de z. 


68. Figura 16 (cercul de rază r, tangent la АВ, la АС 
şi la cercul înscris în triunghiul ABC; analog r,, ra). 
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5а se arate cà 


V rars + Итуз+ V rr = r 
69. Sá se facă calculabilă prin logaritmi expresia 
E = 1 — cos?a — cos?b — cos?c + 2 cos a cos b cos с 


70. Sá se arate cá pentru orice m număr natural dacă 


z 20, y = (ат 1)" — E (am + 1 (am — 1) 0 


71. iicuaţia 


b, b. b, 
р. 00 0 
2— а 2-а, a — ап 
unde b; > 0; a, < a, <... < ax, 
are n — 1 rădăcini, cite una în fiecare din intervalele 
а, Cii, 


72. Ce număr este mai mare, 99” + 100" sau 101"? 
(n, numár natural). 


73. Toate curbele exponentiale y = a* {тес prin punctul 
(0, 1). Dacă a > b >A, atunci pentru z —0, ах > bF, 
pentru z< 0, a* < b". 

Considerám dreapta d ce trece prin (0, 1) 51 are panta 
1 (у = х + 1). 

Să se afle intersecţia acestei drepte cu у = a?. 


1) cînd a = ( + „| 2) cînd a = Ë + : i. 
n n — 
Să se deducă de aici, printr-un proces de gîndire 


YN a: 1 : i 
intuitivă, са: 1) şirul [+ + T este crescător, iar şirul 
n 
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Bu 
n — 
fiind acel număr a, pentru care curba y = a^ are іп 
(0, 1) panta 1. 


l este descrescător, limita lor comună (e) 


IV. Orizont 


Pro`eetie conică 


Fiind date un plan 7 — pecare îl vom numi tablou — 
şi un punct exterior lui, О, numit centru de proiecție, 
numim proiecția punctului oarecare din spaţiu M (din 
O pe planul T), intersecţia M’ a dreptei OM cu planul 
T. Proiectia unei figuri se obţine făcînd proiecția fiecărui 
punct al ei. Dacă ОМ este paralelă cu Т, spunem că 
proiecția lui M este la infinit. 

Dacă sintem în casă şi privim pe fereastră, obiectele 
de afară (case, copaci etc.) se văd desenate pe geamul 
prin care privim. Acest „desen“ de pe geam este tocmai 
proiecția obiectelor privite, planul T de proiecţie fund 
planul geamului, iar centrul de proiecţie, ochiul. Desenul 
propriu-zis nu face decit să reproducă o astfel de ima- 
gine, o astfel de proiecţie pe un tablou. 


14. 1) Să se arate cá proiecția uneidrepte este (în general) 
o dreaptă. 2) Să se studieze proiecția a două drepte con- 
curente sau paralele. 3) Problema inversă: cînd proiecţiile 
a două drepte sint a) concurente, b) paralele. 4) Proiec- 
tile a două drepte nesituate în acelaşi plan. 


75. Se consideră o piramidă avind ca bază un patrulater 


oarecare. Să se găsească un plan care o taie după un para- 
lelogram. -- 
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Veetori 


Amintim cá suma vectorilor a, b, c (fig. 17) este 
vectorul obţinut prin construcţia din figură (definiţia 
este valabilă si atunci cind vectorii sint așezați pe о 
dreaptá). Suma este asociativă şi comutativă. 

Proiecţia unui vector pe o dreaptă este tot un vector. 
Reamintiţi-vă (sau, dacă nu aţi cunoscut-o, stabiliti 
acum) teorema: 

Proiecţia sumei vectorilor = suma  proiectülor vectorilor. 

Dacă dreapta pe care proiectăm este axă algebrică, 
fiecărui vector de pe axă il corespunde un număr real 
(pozitiv sau negativ), iar sumei vectorilor îi corespunde 
suma numerelor respective. Reciproc, unui număr, il 
corespunde un vector pe axă. De aceea, in unele expresii, 
prin proiecția vectorului pe axă înțelegem numărul real 
corespunzător; de exemplu: cosinusul unghiului orien- 
tat AOA, cu laturi egale cu 1, este, proiectia^ vectoru- 
lui ОА, pe aza ОА; aici, prin „proiecția“ înţelegem 
numărul real corespunzător vectorului obţinut prin proiec- 
ţie. 


76. Se consideră poligonul regulat A,, A,,..., A, de 
centru О şi vectorii OA,, ОА,, ... Ce aplicaţii trigono- 
metrice putem obţine prin aplicarea teoremei de mai sus? 


(79 Dacă A,, A,, ..., A, sînt virfurile unui poligon regu- 
at şi P un punct pe cercul circumscris, suma 


РА? + PAS + ... + РА? 
пи depinde de Р. 


78. Se poate extinde problema precedentă în spaţiu? 
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79. Fiind date n puncte A,, А,, ..., Án, există un punct 
| — >» — — 

G (numai unul), astfel încît GA, + GA, + ... + GA, = 

= 0 (1) 

Dacă М este un punct oarecare, 


— — —» — 
MA, + MA, +... + МА, = nMG (2) 


80. Considerăm tetraedrul ABCD. În cite moduri se 
poate determina punctul G (din prob. 79)? Consecințe. 
81. Pe semidreptele BA şi CA se iau punctele M si N, 
astfel încit ВМ = CN = h. Să se afle locul geometric al 
punctului P, mijlocul segmentului MN. 
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Produs sealar 


Numim produs scalar al vectorilor a si b, 51 il notăm 
a: b numărul real a b cos 0, unde a şi b sint mărimile 


vectorilor dati si © unghiul lor. Avem a: b = a · prolec- 
tia lui b pe a (intelegind prin această proiecţie numărul 
real corespunzător, cu + dacă ea e în sensul lui a, cu — 
dacă e în sens contrar). 

Dacă vectorii au mărimi nenule, produsul lor scalar 
este nul, dacă si numai dacă ei sînt ortogonali (0 = 90°); 


—— 


а-а = а?. 
Prolusul scalar este evident comutativ. 
El este si distributiv: 


b+ с) = a:pr (Ó + с) = a+ (pr ° b + 
+ pr- c) = apr: b +a:pr: c = a b a 
protectiile pe suportul lui a). 

Relaţia (1) se generalizează imediat, pentru o sumă 
de mai multi vectori, pentru produsul a două sume. 
Exemple: 


În adevăr, a: ( 


1) e-(b E e qea Ec) Sa d šsqg b uq c asa 2. 
2) (a + à) (b + c) = (a + a) -b + (a +a). c= g: Ë + 
+ а’. b + a - c + a'-c, formule identice ca formă cu 


cele din calculul algebric cu numere. 


82. Să se demonstreze teorema lui Pitagora, cu ajutorul 
produsului scalar. 
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88. Unghiul АОВ se proiectează ortogonal pe un plan 
în A'O'B'. Să se arate că două din condiţiile: 1) AOR == 
= 90°; 2) KOB’ = 90°; 3) o latură a unghiului АОВ 
este paralelă cu planul, o implică pe a treia. 


84. Să se demonstreze relația 


—» —ə — —> — —Ə 
MA. BC + MB-CA + MC- AB —0 


Sà se demonstreze, pe baza ei, concurenţa înălțimilor 
unui triunghi. 
85. Dacă un tetraedru are două perechi de muchii necon- 
curente perpendiculare, atunci si muchiile din a treia 
pereche sint perpendiculare. 


DA r sint constante ы ȘI 
f(x) = cos (a, + z) + + — cos (as + 2) +. cn -COS (a, + z) 


atunci din f(z,) — f) = = 0 rezultă z,—z, = пт, n întreg. 


86. Dacă a,, a,,. 


Probleme de maxim si minim 
87. Media geometricá a n numere pozitive este mai micá, 
cel mult egală cu media lor aritmetică, adică 

MEAT mot а + a, ... + an 

Ia. аа Саа 


n 


88. Dacă a + b = k (constant), suma а? + b? este 
minimă cînd numerele sint egale. 

1. Demonstrati. 2. Scrieţi enunţul sub forma unei 
inegalităţi. 3. Generalizati în două sensuri. 
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89. Dacă x+ y =k (constant), produsul z? y? este 


2 * А k 
maxim atunci cînd Z = Ў | = =] А 
3 2 5 


Generalizare. 

Aplicaţie. Dintr-un bustean cilindric de diametru Z 
se cioplește o grindă paralelipiped. Știind că rezistenta 
este R = kz?y unde z este dimensiunea verticală şi y 
cea orizontală, să se alle x si y, astfel carezistenta să бе 
maximă. 


90. Dintre toate triunghiurile cu acelaşi perimetru, care 
are aria cea mai mare? 


91. Să se demonstreze că dacă a; > 0 


1 1 1 
(а, + as + а) | s| 2 9. 


з 
92. Sá se demonstreze cá (pentru a, b, c > 0) 
(a + b) (b + c) (c + a3) 29 abc. 
93. Generalizare. 
94. Generalizati problema precedentá. 
95. Dacá a; > 0, 
(1 + aj) (1+ a)... (1 + an) > (1 + Йаа ал)" 


96. Dacă a,, а„,..., а, (n Z22) sint numere pozitive şi s 
este suma lor, 


04 ао 


+... pp > 


S— a, S$— ap S—an п— 1 
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———— o ——À Po A ce s 
97. Cineva dă problemei precedente soluția: „Prin 1n- 
ducţia completă. Pentru n = 3, s-a verificat. Dacă 


n i ; n d 
E(n) = PE aia -atunci E (n — 1) = В ъв Ds 
NE Deci 
n — 2 
E(n) = E (n — 1)  -E— 4 ———1 —— 
E Sisam (т — 2) (n — 1) 


Presupunind £(n — 1) > 0, rezultă şi E(n) 20“. 
aste corectă această soluţie? 
98. Dacă A, В, С sînt unghiurile unui triunghi, 


. A.B.C 1 
sın — sin — sin — < — 
2 2 2 8 


pia Dacă Y. B, C sint unghiurile unui triunghi, pentru 
== B == A 

1) sin A + sin B + sin C este maxim; 

2) sin?A + sin? B + sin2C este minim; 

3) cos A+ cos B + cos C este maxim; 

4) tg А + tg B + tg C este minim; 

5) ctg А + ctg B + ср С este minim. 


100. În orice triunghi 
а? + b° + ср 4 ` ]/3 : S 


Demonstrati prin cit mat multe metode. 
101. Sá se afle drumul cel mai scurt intre douá vírfuri 
nesituate pe aceeasi fatá ale unui paralelipiped dreptun- 
ghic de dimensiuni date, cu conditia са drumul sá fie 
in intregime pe suprafatá. 
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a s 
102. Aceeaşi problemă pentru punctele A si D situate 
respectiv pe cercurile celor două baze ale unui cilindru. 


103. Aceeaşi problemă pentru punctele A și B situate 
pe o sferă. 


Aritmetică utilă 
în calcului probabilităților 


104. În mulţimea U, sînt n, elemente: ау, ap, ... аһ, 
în Us, n, elemente: b, ba, ..., bn. Se formează toate pere- 
chile (a;, b;). Cite perechi se pot forma? 

Generalizare pentru k multimi. 

Concretizări. 


105. Urna U conţine n obiecte (bile) (a,, a, ..., а,). 
Se extrage o bilă oarecare a;. Din cele rămase se extrage 
o bilă și se pune lingă prima a, а;. Din cele rămase se 
extrage a 3-a bilă şi se pune lîngă grupa deia formată: 
а; aj dm etc. În total se fac k extrageri (k < n). Cite grupe 
se pot forma? 


106. În tabloul A% considerăm două grupe cu aceleaşi 
obiecte (deci care diferă între ele numai prin ordinea 
obiectelor) echivalente şi aşezăm în aceeaşi clasă toate 
grupele echivalente între ele. Cite clase se pot forma? 


107. Să se demonstreze cá CË = С"* 


108. Împărţim grupele tabloului С" în două clase: 1) 
acelea care nu contin obiectul а„; 2)aeelea care contin 
pe а„. Cite grupe sint in fiecare clasá? 


109. Considerăm două obiecte a,, а,. Sá se împartă mul- 
tinea grupelor din tabloul C; în clase cu ajutorul aces- 
tor obiecte și să se arate cite grupe sînt în fiecare clasă. 
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110. Calculăm direct C5 (k = 0, 1, 2, 3, 4) şi le scriem 
pe un rind. Folosind formula din prob. 108, să se arate 
un procedeu simplu de a scrie C}. 

Generalizare. 


111. În scrierea tabloului CE (ca şi al АЁ) fiecare obiect 
joacă acelaş. rol, deci apare scris în tablou de acelaşi număr 
de ori. Sá se regăsească formula lui C% pe baza acestei 
observații. 


112. Considerăm drumuri formate din semidrepte para- 
lele cu Oz şi Oy cu coordonate întregi (fig. 18); a) Cite 
drumuri conduc din О într-un punct dat A de coordonate 
x = m, у = n? (mergind numai spre dreapta şi în sus); 
b) Pentru a ajunge în A trebuie să ajungem întîi sau în 
A, sau în А,. Ce relaţie putem deduce de aici? 


113. Fiind date m bile între care a albe şi b negre (m = 
= a + b), se formează combinările cîte n; numărul gru- 
pelor este k = Ch; fiecare grupă conţine un număr 7 
de bile albe (t poate lua și valoarea O dacă n < b, 
valoarea n dacă n < а). 

Să se afle media aritmetică a celor k numere т. 


114. Aceeaşi problemă, printr-o metodă mai simplă. 


115. Considerăm n urne U; (i = 1, 2,..., n). Urna U; are 
a, bile albe si bj bile negre. Se extrage in toate modurile 
prima bilă din U,, a doua din U,, ..., a n? din U, (obta- 
nindu-se un sir de z bile). 

Cite feluri de grupe obtinem dupá coloritul lor? (Nu- 
mim colorit o anumitá succesiune de alb-negru.) 

Cite grupe in fiecare colorit? 
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116. Considerám cele 


N = (a, + by) (a, + bo) ... (a, + bn) 
grupe formate în problema precedentă. Fiecare are un 
număr t de bile albe. Sá se afle media numerelor i. 


117. Considerăm n urne identice U[a + b]. Se formează 
grupele din problema 115. Să se afle cîte grupe contin 
i bile albe (i = 0, 1,..., n), indiferent de locul pe care îl 
ocupă ele într-o grupă den. 

Să se afle media numerelor ¿. 


118. Din n urne identice se formează 
N = (a + b)" = b" + CI bla +... + Cibniai + an 
grupe din problema precedentă; există t; = Ci р" qi 
grupe cu : bile albe. 

Să se afle valoarea lui i pentru care t; este maxim. 
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119. Fie N numere, ay, а,,..., ay, т == m, 
a? +... + aX 
N 
telor lor. Sá se calculeze, în funcţie de m şi m" 
patratelor abaterilor faţă de medie: 


media lor aritmetică, m” = media pátra- 


media 


3 


М = (a, — т)? + (a, — т)? + ... + (av — my 
Есен RC CLE 


120. Dacă a,, 2,,..., ay sînt numerele de bile albe din 
cele N = (a + Б)" grupe formate din n urne identice 
(considerate în pr. 117), să se afle valorile lui m şi M 
din problema precedentă. 


121. Fie R, = (a,, a, ..., a4), Ra = {ху, о, ..., o] şi fie R 
multimea avind ca elemente toate sumele a; + «;. Notám 
cu m, media numerelor din R,, cu т» a celor din R,, 
cu m a celor din R. Notám cu M, media patratelor 
abaterilor faţă de medie in R, 


M, € (а — m)? + = + (аһ — ma)? 


cu M, şi M expresiile analoage în R, ṣi R. 

Să se afle m în funcţie de m,, m, şi M în funcție de 
M, M,. 
121 b. Generalizare. 


122. Să se rezolve problema 119, folosind rezultatele de 
la problema 121. 


123. Să se afle media bipatratelor abaterilor față de 
medie la cele № numere din problema 117. 


colectia cristal $ colectia cristal $ colectia cristal 


ENUNTURI 


М м а; А 
124. Se consideră numerele о; = — , unde a; sint numerele 


n 
de bile albe în grupele din n urne identice (prob. 117). 


; : 1 
Cele № numere <; iau valorile О, —, а „o. 1; ele пе 


л n 
arată „frecvența“ bilelor albe în grupele de cîte n bile. 
Să se afle media numerelor о; şi media patratelor 
abaterilor faţă de medie. 


Să se interpreteze faptul că aceasta tinde la О cînd п 
tinde la со. 


125. Sá se îmbunătățească evaluările din problema 
124, folosind тб) (n). 


Probabilitšti 


Dacă o urnă contine 10 bile dintre care 3 sint albe, 
dacă bilele sint identice şi scoatem una la întimplare, pro- 


babilitatea ca bila scoasă să fie albă este nt In general 


dacă urna are a + b bile, (a albe), probabilitatea de a 
scoate o bilă albă este p = — . Ea arată mărimea „şan- 


a 
sei“ de a scoate alb. Astfel, dacă din 10 bile, nu 3 ci 4 
sint albe, probabilitatea (şansa) de a scoate alb va fi 
mai mare. 


Alte fenomene în care intervine hazardul se asimi- 
lează cu acesta. Probabilitatea de a trage un as dintr-un 


pachet de joc de 52 de cărţi este = (căci sint 4 agi). 


Probabilitatea de a scoate o figurá este Z (sint 12 figuri). 


Pachetul de cărți poate fi asimilat cu o urnă avind 52 
de bile, dintre care cite sînt albe (pe care mizăm) 
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spune problema (4 dacă e vorba de a scoate un as, 
12 dacă e vorba de a scoate o figură). 

Important este ca fiecare bilă să aibă aceeași șansă 
de a fi scoasă, apariţia fiecărei bile să fie egal de prcbebiiă. 

Sînt însă situaţii mai complexe decit o urnă cu соп- 
tinut cunoscut, situaţii care — pentru a fi aduse la mode- 
lul „o urnă“ — necesită anumite numărători, calcule. 

Exemplu: Dintr-o urnă cu 30 de bilete numerotate de 
la 1 la 30, tragem 2 bilete la intimplare. Care este prcba- 
bilitatea ca printre acestea două să existe biletul nr. 1? 

Cite grupe de 2 bilete putem trage? Că (= 15:29). 
Evident, fiecare grupă este egal de prcbabiă. 

Pe care din ele mizăm? Pe acelea care au biletul 1. 
Cite sint din acestea? 29 (lingă biletul 1 putem avea unul 
din celelalte bilete : 2—30). 

Asimilăm situaţia cu o urnă avînd 15:29 „bile“ 
(aici grupe) dintre care 29 „albe“. Probabilitatea va fi 

29 1 
15-29 45 

Tocmai acest fel de situaţii constituie propriu-zis 
probleme de probabilității. 

Cazurile pe care mizăm (mai sus numite „bila“ albă) 
sint indicate de enunţul problemei după cuvintele pro- 
babilitatea de a... Ele se numesc cazuri favorabile. 

Definiţie. Probabilitatea de a se ivi un caz favorabil 
este raportul între numărul cazurilor favorabile şi numă- 
rul tuturor cazurilor posibile — dacă toate cazurile au 
aceeași şansă de a se ivi (sint egal probabile). 

Multe din problemele din paragraful precedent (104— 
—125) — în care s-au făcut „numărări“ de posibilităţi — 
servesc tocmai pentru probleme de probabilitáti. 


126. O urnă cu bilete 1—30. Se scot 5 bilete. Probabili- 
tatea ca printre ele să se afle biletele 3, 4 şi 10. 
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127. Dintr-o urnă cu biletele 1—10 scoatem 4. Probabili- 


tatea ca printre ele să existe cel puţin unul din biletele 
2, 95; 10. 


138. Dintr-o urná cu biletele 1 — n, scoatem pe rind k 
bilete. Probabilitatea ca primele două să fie 1 şi 2 (în 
această ordine). 


129. Într-o clasă sint 30 de elevi. Cineva constată că 
există doi elevi cu aceeaşi dată a nasterii (ziua și luna) 
şi exclamă surprins: Ce coincidenţă! 

Fără a face nici un calcul poate că era în drept să Пе 
surprins (365 de date posibile, numai 30 de elevi, cum să 


se nimerească doi cu aceeaşi dată). Dar făcînd calculul 
cuvenit? 


130. În urnă sint a bile albe şi b negre. Se extrage o 
bilă de culoare necunoscută. Apoi se extrage încă o bilă. 
Care este probabilitatea ca ea să Пе albă? 


131. Aceeaşi problemă cînd prima bilă este cunoscută. 


132. O urnă conţine a bile albe şi b negre. Se scoate o 
bilă şi în locul ei se introduce în urnă o bilă de culoare 
contrară. Apoi se face o nouă extragere. Care este proba- 
bilitatea: 


1) să obţinem acum alb (negru) 
2) să obţinem aceeaşi culoare cu cea scoasă intii (culoare 
contrară)? | 


133. Să se interpreteze problema 124, folosind noţiunea 
de probabilitate. 
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Probabilitáti continui 


De-a lungul unui gard cu lungimea de L metri se 
seamáná uniform seminte de zorele. Printre ele s-a stre- 
curat un bob de piper. Care este probabilitatea ca el sá 
cadă pe o anumită porţiune cu lungimea /? Este £. 
În general probabilitatea ca un punct luat la întimplare 
pe segmentul AB să cadă pe segmentul CD (situat în- 
tre A si B) este p = La 
AB 
Dacă semințele se seamănă pe o suprafață de S m?, 
probabilitatea ca bobul de piper să cadă într-o anumită 


К А 27 % 2 E S Ї ] 
porţiune din ea cu aria s m? este р = —. În general, 
© 
analog. 
Dacă nu ne-am uitat de mult la ceas si întrebăm cit, 
e ora, probabilitatea să ni se răspundă „... şi m minute“ 


cu 15 « m < 30 este —. 


134. Un funcţionar lucrează la etajul 6 şi îşi ia gustarea 
fie la bufetul de la etajul 8, fie la cel de la etajul 4, după 
cum asteptind liftul acesta vine urcînd sau coborind. 

La sfirgitul lunii el constată că — deşi nu avea pre- 
ferintá pentru unul din bufete — vizitase în 18 zile 
bufetul de la etajul 8 şi numai în 6 zile pe cel de la eta- 
jul 4. 

În lunile următoare constată rezultate apropiate de 
acesta. 

Cite etaje are clădirea? 


135. Punctul P fiind ales la întimplare în interiorul 


triunghiului ABC, să se afle probabilitatea ca cele trei 
distanţe de la P la laturi să poată fi laturile unui triunghi. 
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Teoria numerelor 


Fiind dat un numár natural m — pe care il numim 
modul — spunem că două numere naturale a și b sint 
congruente modulo m, a = b (modulo m), dacă ele dau 
acelaşi rest în împărțirea cu m: 

а — m q +r, b = mq' + r. Toate numerele de forma 
mq +.r (q = 0, 1, 2, ...) (congruente între ele) formează 
o clasă, pe care o numim clasa de rest r modulo m s1 о 
notăm r. Condiția necesară şi suficientă ca două numere 
să fie în aceeaşi clasă este ca diferența lor să fie multiplu 
al modulului. 


136. 1. Să se scrie în ordine crescătoare primele 4 numere 
din clasa derest 3 şi din clasa de rest 4 modulo 10. Idem, 
modulo 7. 

2. Sá se demonstreze că dacă a variază fără a-şi schimba 
clasa şi b de asemenea, suma a + b rămîne în aceeaşi 
clasă pe care o vom numi suma claselor în care seaflă a, 
respectiv b. Analog, produsul a · b. 

3. Exerciţii: 1) modulo 10: Зар 5; 3s 9; 3 +7; 3.7; 
(3); 7 - (3? + 4-3 + 8 

2) modulo 7: 3 + 2; 3 + 4; 3+6; 3-4; (395; (3)5; 
5-(39 + 0-3 +1 


137. Să se demonstreze că 1) dacă a = r (m), atunci 


(a, m) = (r, m). (Prin (a, m) înţelegem c.m.m.d.c. al 
numerelor @ şi А 


2) Dacă (a, т) = 1 şi (b, m) = 1, atunci şi (ab, т) = 1. 
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138. Stiind cá scáderea este operaţia inversă adunării, 
(a za, = т, dacă b + x — a), sà se efectueze: 1) modulo 
10: 7—3;7 —9; 2—2. 

2) modulo 7: 5—1:; 5 — 6; Digne 


139. Sá se demonstreze cá un numár este congruent cu 
suma cifrelor lui modulo 9. 


140. Să se găsească reguli de aflare a clasei unui număr 
N scris în baza 10 a) modulo 4; b) modulo 8; c) modulo 
11; d) modulo 7. 

Idem cînd numărul este scris în baza de numerație 8, 
e) modulo 7; f) modulo 8; g) modulo 9; h) modulo 5. 


141. Cineva scrie 7285 x 3427 = 24 975 695. Să se arate 
că înmulțirea este greşită — pe o cale mai rapidă decit 
refăcînd calculul. 


142. Cineva scrie 7285 х 3427 — 24 065 695. Să se arate 
că înmulţirea este greșită. 


143. Înmulțirea 7285 x 3427 = 24 965 695, este co- 
rectá? 


144. Asezám cifrele 1,2,2,3,4,6,6,8,9 într-o ordine oare- 
care și obţinem un număr (în baza 10) A; le așezăm în- 
tr-altá ordine şi obţinem un număr B. Să se arate cà 
A nu este divizibil cu В. 


145. Să se scrie primii 10 multipli ai numărului 3 si să 
se afle în ce clase modulo 10 sint. 

Idem pentru multiplii lui 4. 

Ce se observă? Interpretare. 
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146. Generalizare. 


147. Sintetizati rezultatele in cazul cind modulul este 
un numár prim p. 


148. Dacă într-o mulţime de elemente С (|a, b, c, ...) 
1) este definitá o lege de compozitie interná * adicá la 
oricare pereche de elemente a, b din multime corespunde 
un element c al mulțimii, a * b = c, 

2) dacá legea este asociativá 


(a*b)*c =a*(b*c) 
51 comutativă 
a*b=b*a 


3) dacă ecuaţia a * x = b are soluţie oricare ar fi a $1 b 
din G 

spunem că (С, *), mulțimea G cu legea *, formează 
un grup, comutativ. 

Să se arate că 
1) (G, - ) unde G este mulţimea claselor modulo p, 
din care s-a exclus clasa 0, iar: este înmulţirea claselor, 
formează grup; 
2) idem cînd G este mulţimea claselor modulo m ce con- 
tin numere prime cu m. 


149. Sá se arate cá intr-un grup comutativ oarecare 
există un element neutru si numai unul; cá fiecare ele- 
ment al grupului are un invers şi numai unul. 


150. Considerăm un modul prim p siunnumára,(a,p) = 


= 1 (adică a = mult p). Tinind seama de faptul cá pro- 
dusele a: 1, a-2,..., а: (p — 1) parcurg toate clasele, 


colecţia cristal 9 colecția cristal $ colecţia cristal 


49 


50 


ENUNTURI 


afară de0, să se facă produsul acestor clase în două moduri 
şi să se vadă ce se obţine. 


151. Sá se arate cá С, unde p este număr prim si 
o < k < p, este multiplu de p. 

Se poate regási teorema lui Fermat (prob. 150) pe 
baza acestei observatii simple? 


152. Problemá analogá cu prob. 150 pentru modulul m 
neprim, considerind numai grupul claselor de resturi 
prime cu modulul. 


153. Problemă analogă pentru un grup comutativ finit 
de ordinul л (cu л elemente) oarecare. 


154. Sá se alcátuiascá un tablou in care sá se inscrie pu- 
terile succesive ale claselor de resturi modulo 13 (fárá О). 

Să se facă observaţii — cit mai multe — asupra aces- 
tui tablou, gindind care din ele ar putea fi valabile si 
în cazul unui modul prim р oarecare, în ce fel s-ar enunta 
teoremele corespunzătoare şi, eventual, cum s-ar putea 
ele demonstra. (Numai după încercări proprii, confrun- 
tati cu soluţia.) 


155. Se observă pe tabloul format la prob. 154 că oricare 
ar fi a, există un n astfel са а" = 1, puterile anterioare 
fiind diferite între ele (după care obţinem a"! = а, а"+? = 
— a° etc. — de aceea acestea nu au mai fost scrise în 
tablou). 

Să se arate că aceasta este o proprietate valabilă 
pentru un grup finit oarecare. 
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156. În tabloul prob. 154 se vede cá există elemente care 
apartin exp. 1, 2, 3, 4, 6, 12 dar nu exp. 5, 7, ..., deci 
dacá a ap. exp. n, n este un divizor al lui 12. 

Care este teorema in cazul general? 


157. Se observá pe tabloul prob. 154 cá 2 ap. exp. 12 (de 
asemenea 6, 7, 11). Spunem cá 2 este pentru modulul 13, 
o rădăcină primitivă. În general, oricare ar fi p, există 
elemente ce aparţin exp. р — 1, adică rădăcini primitive. 
(Demonstrația este mai lungă; cititorul curios o poate 
găsi în cărţile de teoria numerelor). 

Să se arate că dacă avem scrise puterile unei rădăcini 
primitive, înmulțirea şi împărţirea claselor se poate 
face pe o cale simplă. 


158. Avind scrise puterile succesive ale unei rădăcini 
primitive, în ce mod putem forma puterile succesive 
pentru celelalte elemente? 

Să se arate că din existenţa unei rădăcini primitive 
se poate deduce că există ф (р — 1). 


159. Observăm că — pentru p = 13 — ecuaţia 25 =a 
are soluţie (unică) oricare ar fi a. Pe cînd ecuaţia z? = a 
are soluţii numai pentru 4 valori ale lui а, iar pentru 
o astfel de valoare are tre: soluţii. 

Să se explice şi să se generalizeze. 


160. La puterea 6, în tablou apar numai elementele 1 si 
12. Care este propoziţia generală? 


161. La puterea 2 apar jumătate din elemente. Se în- 
timplá la fel în cazul general? 
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162. p — 1 este rest patratic sau nonrest dupà cum 
p=4 k +1 saup=4k+3. 

Dacă r este rest, în primul caz şi p — r este; în al doi- 
lea caz p — r este nonrest. 


163. Numerele prime de forma 4k + 1 51 2 pot fi scrise 
in mod unic ca sumă de două patrate. 


164. Considerăm mulțimea numerelor complexe z = a + 
+ bi cu asi b întregi. Ea se numește E intregilor lui 


Gauss. Orice z este divizibil prin 1, —1, i, —i, care se 
numesc unităţile inelului (şi prin ш respective: 
dexex. dob pr = {се Dl qi)). Aceştia sint divizori 


impropriu. Un număr care nu are divizori proprii se 
numește prim. 
Care sint numerele prime în inelul lui Gauss? 


165. Să se efectueze descompunerea în factori primi în 
ineul lui Gauss. 
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1. Am fi tentaţi să folosim faptul că 102 se vede imediat. 
Am pierde astfel simetria faţă de 12. 


4. Ni se pare că linia a, fiind mai lungă, are suprafața 
mai mare. În realitate, ariile acoperite sînt egale. Căutaţi 
să demonstraţi. 


5. Dacă T, merge cu 50 km/oră şi M cu 70 kmjoră, în 
momentul întilnirii, t (ore), M a parcurs 70 t, iar 7», 
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50 ż si 70 t + 50 z = d. Împărţim pe d în părţi propor- 
tionale cu 70 si 50. M a parcurs Zd (si T,, 5 d). Acum 


distanța între trenuri este d — 2: d = " d =d. 


Musca merge acum spre 7,, problema este aceeaşi numai 
că avem 4' în loc de 4. ra va parcurge pînă la în- 


tilnirea cu 7,» A denos 17 şi în acest moment dis- 
12 12 6 
tanta între trenuri a devenit 24" == š 
Drumul total va fi 
gas к m —.— T 
12 Pr 12. 6 2+ 2 12. 6? d 
7 1 1 1 7 1 7 
s= —d(1 += += += +...) = d: =Й 
БИ т ает. _ 4110 


1 
6 


Înlocuind pe d cu 300 km, obţinem s = 210 km 

Și totuşi, cu o idee, răspunsul poate fi găsit într-un 
minut. 
6. Pas ç este volumul apei, prin înghețare el devine 
gç CE. — 0. 


100 
Dacá V este volumul ghetei, prin dezghet el devine 


z, astfel incit 
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16. Fie CV, C, V cele trei etichete. Dacă din borcanul 


cu eticheta C scoatem o vişină, nu vom şti dacă el este 
CV sau V. 


Să scoatem о fructă din borcanul cu eticheta СУ. 


17. Scriem pe o linie oraşele. Nu putem ataşa direct 
persoanele; de aceea, pe a doua linie scriem profesiile 
şi ре urmă, cu ajutorul lor si al informaţiilor din enunț, 
pe a treia linie persoanele. Din (1) rezultă că sint 2 
medici, 2 profesori, 2 ingineri. 


O, O, O, O, О, О; 


m p t 


18. O, trebuie să-şi pună ambele ipoteze (am negru, am 
alb) şi să folosească la maxim informaţiile pe care le 
are — numai auditive. 


21. Să ne plasăm în poziţia lui B căutînd să exploatăm 
de fiecare dată informaţiile ce ni se dau. 


22. În primul rînd să lăsăm la o parte cele două cazuri 
izolate, Florica şi Ana. 

Problema devine: au fost 72 persoane. Ema a dansat 
cu 9 băieţi, Ioana cu 10, ..., Sofia cu toti. 


24. Baza demonstraţiei o constituie faptul că tangentele 
din un punct la cerc sint egale. Notind AB, = AC, = 
= z etc., avem (fig. 19) 


У +z 
z + z 
3 Z + 7 


a 
b 
c 


MN 
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Fig. 19 


Rezolvăm sistemul nu printr-o metodă aleasă oricum, 
ci tinind seama de simetria lui. Deci adunám toate cele 
trei ecuaţii şi obţinem 


T+y+z=p 
Scăzind pe prima, z = p — a. 
56 Analog, у = p — b, 2 = p — с. 
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Fig 20 


Pentru cercul exinseris, cu notatii analoge, 


Ү-+7=а@а 
X—Z-—b 
X—Y-c 

deci X (= АС, = AB) =p, Ү=р—с 
2 =p — b. 


E posibil mai direct, fără algebră, gindind aritmetic? 


25. Folosim prob. precedentă (fig. 20). 
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27. Propoziția enunțată se înțelege astfel: dacă ín legă- 
tură cu triunghiurile ABC, A'B'C' ştim cá 


— AC АВ __ AC 
AB AU (sa A'C' ui 
putem afirma cá triunghiurile sint asemenea (se demon- 
strează). 

Condiţia ca unghiul să fie cuprins între laturile pro- 
portionale NU ar fi esenţială dacă am putea renunţa la 
ea, adică dacă am putea demonstra că „din 


Pi ^, AB BC 
— , = a ee 
A=A A'B’ B'C' 
rezultă cu necesitate asemănarea triunghiurilor.“ 
Este adevărată această propoziție? Ce înseamnă nu e 
adevărată? În ce mod putem arăta că nu e adevărată? 


28. Tinem seama de construcţia din problema precedentă 
(C in loc de C,). 


29. Teorema directă se demonstrează uşor. Deoarece 
b° + c? = а?, relația de demonstrat devine ал = bc, ceca 
ce a din asemănarea triunghiurilor ABC și ABD 
(sau calculind aria în două moduri). 
Propoziția reciprocă are enunţul: dacă în triunghiul 
ABC există relaţia 
1 — f 0 înălțimea din A) 
А? b2 c? 
triunghiul este dreptunghic. 
Pentru a arăta că ea este falsă, e suficient să construim 
un triunghi în care relația să fie verificată si totuşi 
triunghiul să nu fie dreptunghic. 
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30. Sintem tentaţi să încercăm a aşeza plăcile. Nu este 
bine pentru că ar trebui arătat că am făcut toate încercă- 
rile posibile. 


34. Enunţul în sine este interesant: cele 7 arii depind 
numai de aria triunghiului dat; dacă acesta și-ar schimba 
oricum forma aria uneia din părţi va fi aceeaşi fractie 
din aria totală. 

Deci gindirea noastră se îndreaptă mereu spre a eva- 
lua raporturi de arii și nu elementele fiecărui triunghi. 
Cel mai simplu lucru pe care îl observăm din primul 


| ru ; с 
moment este laptul că triunghiul ABA’ are aria | S 


(S aria tr. dat) căci baza lui este + din baza triunghiului 


ABC, înălțimile fiind aceleaşi. Analog BCB’ (luînd 
са bază pe AC) si CAC”. 
Notind cele 7 arii ca în figură, avem: 


(Ш +0) +0) = + 5 

(2) + (8) + (5) = = 5 

(8) +) + (6) = 2 Š 
Însumînd: 

(1) + (2) + (8) + 8 — (7) = 8 
Obtinem: 


(7) = (1) + (2) + (3) 


Dar aceasta nu rezolvă problema; avem 3 ecuaţii 
cu șase necunoscute. 
De unde să mai scoatem ülte ecuaţii? 
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36. Dacă M si L sînt „aproape“ de A, aria 1 e „iouite 

mică“. Dacă М, N, L sint mijloacele laturilor, se for- 
У stiai ens i d 

mează 4 triunghiuri egale, deci fiecare are aria ; n 


Problema este: putem aseza pe M, N, L asa fel ca fiecare 
tr. 1, 2, 3 să aibă aria >= $? Răspunsul este nu, dar 


trebuie demonstrat. 
Poziţia lui M pe AB se poate fixa cu ajutorul unui 
număr. Am putea alege acest număr distanța АЛ/. Ne 


gindim însă cá este vorba de rapoarte de arii, deci pre- 
AM 


ferám să fixăm poziţia lui M tot prin raport: z = 21 
Cînd M se mişcă de la A la B, z creşte de la 0 la 1. Analog, 
_ BN _ CL 
= ве’ y == CA: 
Avem 
G _AM- AL 
S АВАС 


(dacă ai uitat această formulă, o reconstitui cu fig. 21, 
luînd ca baze în calculul ariilor pe AC, respectiv AL). 
ау __ 


. CL AL : 
D = — 3 _=== = — è = == = — 
In y F rezultă ap 1 — y. Decir, a 2(1— y) 


Analog, r=% =a (1—3); r 22 = у (1 — 2). 


Problema a devenit o problemă de aritmetică: 
Se consideră numerele 
r= z(1 — g); r, = z (1 — 2); rs = y (1 — 2). 


Dacă x, y, z variază, independent unul de aliul între 
O şi 1, nu putem găsi valori pentru care toate numerele 


г1, Ta, rs Să fie mai mari са n 
1 
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Fig. 21 B 


Sintem obișnuiți să gîndim variaţia funcțiilor cu aju- 
torul graficelor raportate la axele Oz, Oy. Dar aici, z 
şi y variază ambii şi trebuie să vedem ce valori ia r}, 
în special pentru ce valori ale lui z 51 y (din intervalul 


1 
0, 1), rs к 


Cu r, şi r}, lucrurile рага se complica prin apariţia 
lui 2. Sacrificăm simetria de notație şi punem 2 = 7}. 
Aveţi acum problema: în planul xOy trasati arcul 


de curbă pe care se mişcă M (x, y) astfel ca r, = — 
4 
ытыыра ; : Ө 1 
Dclimitati in ce regiune a planului este M dacă r, > n 
După aceea căutaţi valori z, y, y, pentru care gi r, > 


- SL r, > n ; stabiliţi cá pentru astfel de valori nu 
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(10) х Fig. 23 


62 
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putem avea şir, > я . După се încercaţi singuri, con- 
fruntaţi cu rezultatul ce urmează. 

Pentru y (1 — z) = " obtinem arcul din Íigura 22, 


care are concavitatea în sus (este un arc de iperbolăechi- 
lateră, dar nu are importanţă cum se numeşte). Pentru 


1 ld ` 
х (1 — y) = 3 obținem celălalt arc. 
M А 1 е 3 ` . ° A 
Luăm un z oarecare între Pi (căci numai in acest 


interval avem si r, şi r4 > nr Obtinem y, (maxim) si 
(1 — y) maxim îngroșate pe figură și trebuie să arătăm 
că produsul lor, r, este< " Dacá prelungim aceste 
segmente pînă la bisectoare (unde y = x) avem y;< z 
si 1 — y < 1 — z; deci у, (1 — y) < v (1 — x). Insă 
z (1 — z) < (= numai pentru += s ° Cum se vede 
pe fig. 23). 
Abia acum apare ideea unei solutii mai simple. 

37. ln loc de un triunghi considerám un tetraedru 
ABCD şi pe muchiile AB, AC, AD punctele B,, C,, D. 
Vrem să găsim raportul volumelor V (АВ,С,р,) şi 
V(ABCD). 


38. În loc de triunghi, un tetraedru. Şase puncte pe 
muchii. 4 tetraedre mai mici. Dacá punctele sint mijloa- 


cele muchiilor, volumul unui tetraedru mic este x V(V = 


= vol. tetraedrului dat). Probabil vom putea arăta că 
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даса punctele sint oarecare, nu e posibil са toate cele 4 
tetraedre mici să aibă volumele peste = V 


39. Cunoastem condiţii care caracterizează patrulaterul 
inscriptibil ; de ex.: e necesar 51 suficient ca două unghiuri 
opuse să fie suplimentare. 

Noi vom căuta să înscriem un cerc în patrulaterul 
ABCD. Din acesta cunoaştem însă numai două laturi 
AB si AC. Să ne mulţumim deocamdată cu ele. Un cerc 
tangent la AB și la AC are centrul P pe bisectoarea lui 
A. Dar unde anume? Oriunde l-am lua, construim cercul 
si din B ducem a doua tangentă la el, idem din C. Vom 
găsi astfel un patrulater circumscris unui cerc; la fiecare 
poziție a centrului pe bisectoare, un alt patrulater. Care 
dintre ele este $1 inscriptibil? 


40. Construcţia triunghiului АА” М (fig. 24) format de 
înălțimea şi mediana din A, care se impune imediat, e 
simplă și cunoscută. 

Problema propriu-zisă este: cum să găsim punctele 
В şi C, simetrice față de M şi аза fel încit distanţa de ia 
B la dreapta AC să fie dată. - 

Dificultatea stă în faptul că lucrăm concomitent cu 
două necunoscute: si punctul В şi dreapta AC. Nu am 
putea transforma problema astfel ca să avem numai o 
singură necunoscută? 


41. Ideea e simplă: în general, produsul a două segmente 
rezultă dintr-o proporţie, iar aceasta dintr-o asemănare. 
Problema е: care sint triunghiurile asemenea şi cum sta- 
bilim asemănarea. 
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I 
Fig. 4 ? А М ч 


43. Dacă ni se dà R, raza cercului, d = OA si unghiul x 
format de AO cu secanta, figura e perfect determinată; 
deci trebuie — cu o anumită ambitie —sá putem calcula 
segmentele AE, AF, DE, DF şi să verificăm relația din 
enunţ. Ca exercițiu de trigonometric şi de calcul algebric, 
ar Îi util să facem și aşa. 

Vrem însă o demonstraţie mai simplă și mai lămuri- 
toare. In ce teoremă am mai întîlnit o relaţie de tipul 
DB  D'B, 

DC Dc 


43. Dacă am studiat teoria fascicolelor armonice, soluția 
este imediată. Fascicolul cu virful in C, cu razele СА, 
CB, CD, CE este armonic. Dacă îl tăiem cu dreapta АВ, 
obținem punctele A, B, M si conjugatul lui M’ faţă de 
AB. Punctul J fiind la mijlocul lui AB, conjugatul lui 
este la infinit, deci CE taie pe AB la infinit, adică 
CE || AB. 
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Sá ne gindim m la o solutie E Ar trebui 
arătat că £ = ВАЎ D. Însă Ё = ACD (aceeași măsură). 


_ ч Pe _. | 
Cum să arătăm că BAD = ACD? [пса nu am folosit 


ipoteza AM = MB. 


44. Unim pe N cu E şi separat pe N cu A — deoarece 
nu ştim încă dacă NE coincide cu NA. Unim N cu В 
și N cu C. Va trebui să folosim măsura unghiurilor. 


45. Dacă d taie segmentul FF’ în punctul m între F $i 
F', evident m este poziţia de minim, căci mF + mF’ = 
= FF', pe cind pentru M Zm, MF + МЕ > FF' 
(inegalitatea triunghiului). Cînd M se depărtează de m 
într-o parte sau cealaltă, suma creşte (tinzind la оо odată 
cu M) căci (fig. 25) 
MF + M,F' > M F + ME” 
(pentru cá M,F' +M .,N< M,F'+-M,N; M,F< M N+ NF) 
Dar dacă d пи taie ре FF între F st F'? 


46. Există pe dreapta d puncte M аза fel ca MF' + 
+ MF = 2a? Folosim problema precedentă. 


47. Probabil, o soluţie trigonometrică e mai uşor de găsit. 
Avem (fig. 26) 


da = е cos й d.e b cos £ 
2 


did, = bc cos? С? 
2 
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Dar apare produsul laturilor b, c si am vrea suma lor. 
Acest produs apare şi in teorema lui Pitagora genera- 
lizată 


к 


а? = b? + c? — 2 bc cos А 
Căutăm să punem în evidenţă suma b + c 


a? = (b + с)? — 2 bc (1 + cos А) 67 
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Dar 1 + cos A — 2 cos? ^. , deci 


a? = (b + с)? — 4 bc cos? 
a? = (b + с)? — 4 did c.c.t.d. 
Dar o soluţie pur geometrică? 


49. Să luăm în atenţie ce este dat (fig. 27) : A’, Б', С' 
mijloacele laturilor; B'O, | AC, B'O, = 2; C'O, | AB, 


51. Sau arătăm că laturile triunghiului O,0,0, (fig. 28) 
«8 sint egale sau arătăm că unghiurile lui sint egale. 
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x 
x 
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Să ne iixăm atenţia pe laturi. Important e să demon- 
străm egalitatea a două laturi; pentru alte două va fi 
analog. Să arătăm, de exemplu, că 0,0, = O,0,. Dacă 
am găsi două triunghiuri egale în care intră aceste seg- 
mente... Nu le găsim. Atunci să calculăm lungimile lor 
în funcţie de elementele triunghiului ABC, pe care le 
presupunem date. 


58. Calculăm latura AB în funcţie de elementele date. 
Analog pe AC (sau prin simetria notatiei). 


95. Dacă ştim teorema lui Menelau, o aplicăm: 
B DB” 9 d / : 
2 = Г = o Е MR deci 
«C CO pA АА” yB ВБ’ 
(2 o p 
EE ES UA es dug. 
«C RA YD 
ceea ce arată cá <, f, y sint colineare. 
Dacă nu ştim teorema lui Menelau, e necesară o idee. 
О idee simplă, ingenioasă, dar foarte ascunsă. 


56. Dacă am rezolvat problema precedentă, nu facem 
altceva decit să adaptăm aici aceeași metodă. 


57. Trebuie să demonstrăm că punctele A, В, С unde 

se întîlnesc tangentele extericare la cele trei perechi de 
a i CO R 

cercuri sint colineare. Deoarece — = r3 ș.a., putem 

aplica teorema lui Menelau. Putem demonstra si prin 

,legirca în spațiu“? 


58. Calculul direct e imposibil. Sá profitám de faptul cà 
cele două expresii de sub radicali sînt conjugate. Facem 
produsul lor și obţinem 16 807 = 75. 
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— — —— =V AA FA—— rn yn EO [Rs8?mƏü lYÁ.s,:as  — .—F U H Hm F анн аш 


Notind cu z şi y cei doi radicali am găsit cá ху = 7. 
Cum să arătăm cá suma x + y = 6? 


60. Să considerăm, ca exemplu-ghid, cazul n = 4, 
ее i rd: 
15 14 а 1: .. w v A 5 
C | = W unde la numărător sint K factori 
que шь, ; 
descrescători, lar la numitor tot k factori crescători. 
Să urmărim numai factorii pari, pentru a vedea dacă 2 se 
, sau 14 19 10 6 5 sa š 5 is 
simplifică. __, =, —, 8 Š ... În fiecare din aceste fracții 
2 4 6 8 10 | | 
numărătorul şi numitorul au ре 2 la aceeași putere, deci 
prin simplificarea cu el rămîn numai numere impare. 
Se întimplă la fel în cazul general? 


61. Exemplu-ghid n = 5. 
292*931*530*29*28*27*26*25*25«29*22*21-20* 19-18-17 
1. 2+ 3° 4+ 5- 6* 7- 8- 9-*-10-11*: 12- 13* 15* 15-10 

Din exerciţiul precedent știm că 2 s-ar simplifica în 


diagonală: 30 cu 2, 28 cu 4 etc. 


62. Oare care două sint egale? Probabil că răspunsul 
depinde de n şi anume, de faptul dacă n este З k sau ЗА-- 
+ 1 sau 3k + 2. Fie n = 3k şi să scriem numai indicii 
superiori piná la sfirsit. 


бү: 1 4 Ты 3k — 2 
8, : 2 5 8... 3k —1 
S: 0 3 6 E T 3k 


Їп acest caz $, si $, au acelasi numár de termeni, dar 
$3 are unul in plus. Oare sint termenii din S, şi S, egali 
2 cite 2? Stim că C=C, Deci CHIC C31 = (з 


п ? 
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etc. Š, şi S, au termeni egali, numai cá scriși in ordine 
inversă. Exemplu, pentru л = 9, obţinem coeficienţii 


1 9 36 84 126 126 84 36 9 1 


şi sumele 


S,— 9 + 126 + 36 
$,— 36 + 126 + 9 
За d qe 845 BA T 


Analog, studiem cazurile n = 3 k + 1, n = 3 k + 2 
$1 găsim două sume egale termen cu termen. 

Cum arătăm cá а treia diferă cu 1? Exemplul n = 9 
ne arată că nu mai poate fi vorba de o comparaţie termen 
cu termen. Calculul ne arată cá S, = 170, în timp ce 
9, = 171; dar această verificare nu ne dá nici o indicație 
pentru cazul general. E necesară o altă idee. 


$3. Exemovlu-ghid, n= 4. 
16: 15 • 12 • 13 • 12: 11* 10:9 8:765 


IM ME ТЕТ 6: 7:8. 1:2-3-45 


Simplificăm prima fracţie cu 8:7:6:5 (de la 16: 
. 14-12: 10) 


Е = (05-13: 11.9 —1-3-5-7). 


Pentiu n = 5 


DER ` ta 486.9 2 (31-29 ... 17 — 
15 2:50879 5446 Тылы 38 8! 
— 1:3... 15) 
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,n-4 


p2 "mE E 
În cazul ceneral vom obține fractia jc 1аг in paran- 


tezá produsul numerelor impare de 1а 1 la 2^1 scăzut 
din al- celor de la 2"! la 2". 
Se.deschid două probleme: 1) să arătăm că fractia 


әз!" 
m se simplificá cu 2 la puterea 2^3 (despre simplificări 


cu factori impari nu ne ocupăm ; ştim că numerele C* sint 
intregi si ne interesează numai cili factori 2 contin); 
2) să găsim cind numărul din paranteză îl scriem 2". i; 
ce valoare аге g. 

Probabil, ambele probleme pot fi TN prin in- 
ductie. Dar in ce fel trebuie conduse calculele? 


61. Să calculám primii termeni ai sirului,. pentru a veri- 
fica dacă este asa. Obtinem a, = 22; а, = 2? + 22; 
бу s 255: 200 ce dq. 21s asc 2 + 25; "a= 28 + 97 + 
= ете quies ЭШ sue qim me 

Căutăm să decim de aici legea: dacă n = 2", а, = 
= 2"+'"-1 (pentru m = 0, 1, 2, 3, 4 se verifică). 


Urmează să aplicăm metoda даве să arătăm că 
dacă. pentru n = 2", a, = 2^*"-1 atunci pentru n = 2"*1 
vom avea q, = 2"*". 


67. Sá punem condiţia ca y'(x) să fie nul? Ar fi complicat. 

Sà дё lui x două valori — pentru care. putem calcula 
exact pe stn?x si cos?x şi care sà nu difere prin 2kx — să 
punem conditia ca sá obtinem valori egale: pentru y, 
apoi... 


68. 1) Să ţinem seama de simetria formulei; 2) împărțind 
peste tot cu'r Vor apare rapoartele ^, ^ 
r 


r me 
;3. Dacă le-am 
r r П 


ти e 
un 
єт 
£0 
i 
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putea exprima in functie numai de unghiuri, problema s-ar 
reduce la demonstrarea unei identități trigonometrice. 


69. Aici încercări directe — grupări de termeni etc. — 
nu au şanse de reușită. Trebuie apelat la o idee generală, 
prin care să sistematizăm calculul. 


70. incepem cu cazuri particulare m = 1,2,3...; acestea 
devin sugestive pentru cazul general abia de la m = 4,5, 
6,7. (Aceasta necesită multă muncă, dar dacă aflăm că 
problema a rezistat unor mari matematicieni... ne am- 
bitionăm.) 

Obtinem 
т= 1, у= 0; m = 2, у = (z — 1} (2x + 1) 

т = 3, у= Зх“ (x — 1)? (z + 1)? 

т =, y = (х — 1)? (2213 + 8212 + 12r" + 6219 + 
+ 4x? + Зх? + 2x + 1) 

т = 5, у = 5z$ (x — 1)? (z + 1)? (xM^ + 221° + 
+ 22? + 1) 

Sugestii ce se desprind de aici: 1) pentru m раг, y, 
are factorul (x — 1)?, iar pentru m impar și pe (x + 1). 
Aceasta am fi putut observa de la început; acum urmează 
numai să demonstrăm: atit funcţia dată cit şi derivata ei 
se anulează pentru z = 1, iar dacă m este impar şi pen- 
tru + = — 1. 

Polinoamele din paranteze au numai semnul + (deci 
sînt pozitive pentru z > 0). Va fi la fel pentru orice m? 

Ideea demonstraţiei va îi acum sugerată de cazurile 
m = 6, m = 7 (pentru a avea m par şi m impar). 


71. Dacă am putea construi graficul y = f(x)[f(x) primul 


membru al ecuaţiei] și arăta că el taie аха Ox in n — 1 
puncte... 
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În fond nu e vorba de o construcţie exactă a graficului, 
ci numai de faptul că el taie axa Oz în puncte din inter- 
valele mentionate, nu e posibil şi nu e nevoie să arătăm 
exact în ce puncte anume. 


79. Dacă impártim cu 100" avem de comparat y, = 


1 I 1 
quc 1 zu 4 an 
| "i T8 Va | z3 "1 


Pentru n = 1, 2, 3, se vede imediat cá y, >. 
Dar pentru valori mari ale lui n?. Esential este sá obser- 
уйт că atunci cind n creşte 0,99" scade, pe cînd 1,01" 
creşte. Cum creşte 1,01" ? 1,01**! = 1,01" · 1,01 = 1,01"4- 
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+ < . 1,01"; deci la fiecare creștere a lui n cu 1, 1,01" 
100 


creste cu mai mult de zm . Pentru n — 100 sigur va ajunge 


la o valoare mai mare са 2, deci mai mare са yy. chiar 
dacă acesta nu ar fi scăzut. Un grafic (fig. 29), în care 
reprezentăm y, = 0,99* + 1 și 1,01%, ne arată că există 
un х, pînă la care y, > у, şi de la care mai departe, 
invers, y, > уу. Pentru a răspunde la problemă trebuie 
să determinăm care este partea întreagă a lui zo; să găsim 
cea mai mare valoare а lui n pentru care y, > y, E 
destul de greu fără o maşină de calcul dar... asta e pro- 
blema. 


Să dezvoltăm după binomul luj Newton 


1 


== С. = = 2 c. ... 
Ya = 1 + 1 A Suse A 100? n oni 
MEE C ш See NES 
Yz шш Taa eet 1003 ` 
Yı — Ja = 1 — 2(С„+ —- T RE + ...) 


1005 


Rámine să determinăm cel mai mare n pentru care 


Cio odu se d c Ex < 


sau 


4 1 
E = С + CIL СА роо. <50, 


Vedem că termenii importanti sînt cei de la început; 
desi CE creşte cu k, numitorul se inmulteste de fiecare dată 
cu 1002. 


n = 50, evident este prea mare. Să încercăm n = 49. 
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Avem Cl, = 49; C3, — 59758: — 49. 47.8 > 16000 


1-9. 3 
Deci E >49 T > 50. 


Să încercăm л = 48. 
Ci, = zc = 8- 47-46. Aici facem calculul exact: 
Cà — 17296 
E = 48 + 1, 7296 +... 
Oare insumind si termenii urmátori vom ajunge la 50? 


е 7996, 19-35. 1 54 82894 
100: 02 
Pai 1,8.. so = 0,018 
Е = 49,7476 +... 
Termenul următor Сів. p Md RU RR E 
1005 6: 7 100$ 100* 100 


. e E > А 1 ) 
Cu fiecare termen nou adáugám mai putin de = дш ter- 


menul precedent. Chiar dacă ei ar fi în număr infinit, nu ar 
mai putea afecta primele două zecimale. Deci E <49,75. 

Răspuns: pentru m < 48, y, р> у; pentru n > 49, 
Уу < Ya | 


75. Dacă găsim un plan саге о taie după un paralelo- 
gram, prin orice plan paralel cu el secţiunea va fitot 
paralelogram. 

Dacă problema pare grea, să încercăm întîi una mai 
simplă: patrulaterul de secţiune să aibă două laturi 
opuse paralele. 


colecţia cristal 9 colecţia cristal 9 colecția cristal 


44 


28 


CUM GÎNDIM 


70. Ca să aplicăm teorema, să găsim suma vectorilor 
OA. x 


г. Dacă n este par, demonstraţia este imediată, asociind 
cite doi termeni corespunzind la două puncte diametral 
opuse. Dacă A; e diametral opus lui A;, PA? + РА;? = 
= (2Ry. Avind = perechi, suma este n-2H?. Dar dacă 


n este impar? 

Să considerăm ca ghid cazul n = 5. 

Va trebui să calculăm fiecare termen, PA,, PA, 
etc. Prin Pitagora? Prin teorema catete:? Folosind sirusil 
sau cosinusul? 


78. Analizăm demonstraţia. Esenţial a fost faptul că 
avem n vectori cu suma zero. Putem avea această situa- 
tie in spaţiu? 


19. Relaţia (2) e o consecinţă imediată a relaţiei (1); in 


— — — 
adevăr, MA; = MG + GA,; făcînd suma, în baza lui (1), 
obtinem (2). i 

Relaţia (1) o demonstrăm prin inducţie. Pentru n = 
= 2, G este mijlocul segmentului A,4A,. 


81. Dacă h = О, P este în О la mijlocul lui BC. Un 
desen exact (fig. 30) ne face ва bănuim că loculeste o 
dreaptă. Ca sà dovedim aceasta, ar trebui să arătăm că 
PO pästrează o direcție fixă. 


87. Sá reflectăm întîi: asupra mediei aritmetice. Ce in- 
seamnă ea intuitiv? Să presupunem că avem 5 vase cu 
apă conlinind respectiv 6, 10, 15, 18, 21 litri (fig. 31) 
$1 vrem să avem tot cinci vase însă egale. Evident, facem 
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suma cantitátilor date şi o impártim la 5. Cantitatea 
totală de apă era repartizată in forma 


6 + 10 + 15 + 18 + 24 
$81 e acum în forma 


14 + 14 + 14 + 14 + 14 79 


colecția cristal € colecţia cristal $ colecția cristal 


80 


CUM GÎNDIM 


Practic, nu e nevoie să „amestecăm“ toată apa. Ce 
prisoseste peste medie la vasele mai pline turnám in 
vasele care au mai putin decit media (fig. 31). 


(21 — 14) + (48 — 14) + (15 — 14) = (14 — 10) + 
+ (14 — 6). 
Aceasta se mai scrie | 
(21 — 14) + (18 — 14) ++ (15 — 14) + (10 — 14) + 
+ (6—14) = 0 


adică suma abaterilor faţă de medie este nulă. 


i A S ` . A - 
In general, notind cu — media, avem suma s in. două 


А п 
moduri 
q yE 2а, +... +a 
S s s 
– + —+ ... + 
n n кы 


J 


Unele numere a sint sub medie, altele peste. Dar 


[a — ra — Sr + [a — 2] 0 
n n n 

Revenim la problema dată. Evident, dacă nume- 
rele ay,..., a, Sint egale între ele — egale cu a — me- 
lor arilmetică este a 2 media lor „geometrică, tot 

(Wa-a...a а ...0 == рат. а). | 

Trebuie să arătărh că dacă numerele a, hu sint egale, 
media lor geometrică este mai mică decit cea aritmetică. 
Pentru aceasta să ne imaginăm că numerele a; se schimbá 
insă asa fel, ca suma lor, deci media lor .aritmetică, 
să rămină aceeaşi (figura 31: ce scoatem dintr-un vas 
turnăm în altul sau în altele). Oare cum se va schimba 
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produsul (deci media geometrică) în astfel de transfor- 
mări? 


88. 1 şi 2. În analogie cu problema 87. 


3. Generalizarea 1) cu mai multe numere, 2) cu expo- 
nenii mai mari. 


89. Desigur ne vine in minte propozitia studiatá: dacá 
X -+ y =k, ху e maxim pentru z = y. Dar cum s-o 
aplicăm aici? Dacă am scrie p = z: z: x:y:y, suma 
factorilor ar fi 3x + 2y ..., nu e bine. Altfel? 


93. Despre ce generalizări poate fi vorba? 1) să ne ghidăm 
de enunţ, să-i păstrăm forma, dar să mărim numărul 
literelor. De exemplu: 

(1) (a + b) (b + c) (c + d) (d + a) > 16abcd 
(sau cu încă o literă, în membrul II, 32 abcde etc.) 


2) să ne ghidám de soluţie; să folosii alte sume de 
pătrate, pe care să le transformăm pentru a ajunge la un 
enunţ nou. 


Exemplu 


ab(c — 4)? + ae (b — d}? + ad (b — с)? + be(a— а)? + 
+ bd (a — с)? + ed (a — Б)? > 0 


Dezvoltind, ordonind... ajungem 1а 


abc (a + b + e) + abd (a + b + d) + aed. (a + c + 
+ d) + bed (b + e + d) — 12 abcd > 0 


pe care o punem sub o formă mai simetrică, adăugind in 
fi?care paranteză litera care lipseşte şi obţinem enunţul 


(2) (a + b + c + 4) (abc + abd + acd + bed) > 16 abcd 
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Dar cum demonstrăm (1)? Cum am demonstia (2) 
dacă nu am ști cum s-a ajuns aici? Cum am demonstra 
relaţii analoge cu mai multe litere? Metoda din problen:a 
precedentă — a efectua calculele si a grupa termrrii — 
ar deveni prea laborioasă sau practic neaplicabilă. 

Să înlocuim calculul cu o idee. Este linia iniţiată de 
creatorul algebrei moderne E. Galois (1811 — 1832). 

Să revenim deci la problema precedentă şi s-o rezolvăm 
printr-o altă metodă, o metodă care să se preteze la o 
generalizare naturală. 


96. Pentru n = 2, imediat: 24 Ë > 2. Pentru n = 3, 


a 
calcule mai lungi. 


Efectuarea calculului conduce la problema 
2a? + 2b? + 2е% — (a?b + a?c + ba + bec + c?a + 
+ ceb) > 0 


Amintirea unor tipuri analoge ne sugerează să o tran- 
sformăm in sume de patrate; ghidati de simetrie, prin 
tatonări, găsim că o putem scrie 


a(a — b)? + a(a — c)? + ЫЬ — c)? + b(b — ay + 
+ (с — а)? + e(c — b} > 0. 


Pentru n >3, un astfel de procedeu devine prea la- 
borios şi, poate, ineficace. 

Încercăm altă metodă. Sá imităm problemele 94— 
95, tinind seama că literele joacă acelaşi rol. Esuám. E 
necesară о idee. Ceea се incomodează calculul e faptul că 
numitorii sint sume $1 fiecare numărător, un număr. 
Dacă ar fi invers... 


97. Dacă relaţia scrisă între E(n) şi (п — 1) ar fi justă, 
din E(n — 1) > 0 ar rezulta E(n) >0 nu > . Or, pen- 
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iru numerele a egale între ele avem evident E(n) = О. 
Undeva este o greşeală. Unde? 


98. 1) Să reducem problema la aplicarea unei teoreme 
cunoscute. Exprimind în funcție de laturi, problema de- 
vine 
€ = $ = 1 
(р— а) (р— b) (р- °) < 1 
abc 8 


Am putea-o reduce la problema 92, (a + b) (b + c) 
(c + a) > 8 abc? 

2) Să пе bazám nu pe un fapt cunoscut, cipe o metodă, 
pe un mod de a gîndi. Asa ar fi mai bine căci s-ar preta 
la generalizări (poate!). 


100. Putem gindi în mai multe moduri: A) să căutăm 
să aplicăm teoreme generale de maxim și minim din pro- 
blemele precedente; В) să modificám triunghiul astfel 
ca membrul I să se micşoreze sau, astfel, ca membrul IT 
să se mărească, ajungind la un triunghi particular, în 
care inegalitatea se demonstrează mai uşor; C) să consi- 
derăm date 3 elemente care determină triunghiul, să ex- 
primăm mărimile din problemă în funcţie de aceste trei 
elemente, apoi să stabilim inegalitatea. 

Fiecare mod de a gindi conduce la mai multe soluții. 


101. Drumul ce pleacă din A pentru a ajunge în В 
(fig. 32) trebuie să fie la început situat pe una din cele 
З leţe ce se intilnesc în A. Să presupunem că el pleacă 
pe fata de jos — desigur în linie dreaptă; el ajunge sau 
ре muchia A,A}, de exemplu in М, sau pe muchia 
А,А,, în N. 

Cum să alegem punctul M pentru ca drumul frint 
AMB să fie cît mai scurt? 
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Fig. 32 


102. Ideea fiind cunoscutá din problema precedentá, o 
aplicăm şi aici: desfásurám cilindrul pe un plan. 


103. Procedeul din problemele precedente nu mai poate 
fi folosit aici, pentru cá sfera nu este o suprafaţă aplica- 
bilă pe plan (nu putem aşterne suprafaţa ei pe un plan 
fără să o rupem sau să o sifonám, deci ,stricind" distan- 
tele). 

Punctele A, В şi centrul sferei determină un plan care 
taie sfera după un cerc mare. Este oare arcul de cerc mare 
(acel mai mic ca 180?) cel mai scurt drum? 
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S-ar putea ca їп mintea noastrá sá арага imaginea 
globului pámintesc. Dacă A si B sint pe acelaşi meridian, 
ni se pare natural ca drumul cel mai scurt sá fie pe acest 
meridian. Dacă A şi B sint pe aceeași paralelă (au ace- 
easi latitudine) ni se pare natural са drumul să meargă 
pe ea. Aceasta е o falsă impresie. De unde provine ea? 
Poate din faptul cá pe globul pămintesc ecuatorul este 
fixat o dată pentru totdeauna, deci şi meridianele şi para- 
lelele, pe cînd la o sferă oarecare putem lua ca ecuator — 
adică ca cerc de referinţă — orice cerc mare al sferei; 
soluţia „a merge pe paralelă“ ni se pare — pe moment — 
justă, numai pentru că e simplă; aplicăm, inconştient, 
dictonul: „drumul cel mai bun este acela care ili e mai 
cunoscut“. 

Imaginea „globul pămîntesc“, aici, ne încurcă. Pe o 
sferă, prin două puncte trec oricite „paralele“ (cercuri 
mici); nu toate ar putea da „drumul cel mai scurt.“ 

Revenim la problemă. Să arătăm întîi că arcul de 
cerc mare este un drum mai scurt decit acela format din 
două (sau mai multe arce mari), саге ar uni pe А cu B 
(analog ca în plan: o latură < suma celorlalte două). 


104. Să considerăm întii (dacă e necesar) cazuri numerice, 
de pildă: n, = 5, n, = 3, apoi şi n, = etc. 


106. Fie de exemplu tabloul Aš. Luám o grupă, de pildă 
a, a, а. Ea determină o clasă cu grupele (scriem numai 
indicii): 

145; 154; 615; &51;51 4-57 1. 

Într-o clasă sint 6 grupe, căci am permutat cei 3 
indici în toate modurile şi P, = 6. 
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103. Exemplu: С; 
ул 2521 2451.94; 2 3 8; 
2)125;135;145;235;245;345 
În 1) avem tabloul Cj. 
În 2) dacă suprimăm obiectul 5 obţinem tablcul Că. 


109. 1) grupe care nu contin nici ре a,, nici pe az; 
2) grupe care nu contin pe ay, dar il contin pe a3; 
З) grupe care nu contin pe а», dar ЇЇ contin pe а,; 
4) grupe care contin şi pe 4, şi pe as. 


111. Sá socotim in douá moduri de cite ori este scrisá o 
anumită literă, de exemplu a,: 1) ca in problema 198, 
2) socotind de cite ori este scrisă litera a (cu diversi in- 
dici) in tot tabloul şi tinind seama de observatia din 
enunt. 


112. Fie A (7, 3). Avem de parcurs 10 unităţi dintre care 
3 verticale şi 7 orizontale. Un drum este determinat 
dacă fixăm care anume din cele 10 unităţi sînt verticale 
(restul orizontale) de exemplu, dacă acestea sint 3,4,9, 
avem drumul din figură. 


113. Să socotim cite grupe sint cu O bile albe, cu 1,2,...1 
bile albe, să inmultim i cu numărul grupelor cu t bile 
albe, să insumám şi sà impártim rezultatul la k. 


115. Examinám întii cazurile n = 2 şi n = З şi ţinem 
seama de problema 104 (diagrama — arbore). 


117. Să examinám, ca ghid, cazul n = 3. Avem 


(a, + bi) (a, + ba) (аз +- 05) = 0,0434 A ааз + 
+ a45,a5 + a,b,b, + b a,a, + ba,b, + bilag + 010,03. 
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Două bile albe (și una neagră) avem in termenii 
a,a,b,, a,b,as, Б,а,а3, adică in C$ termeni. Pentru urne 
identice, obținem C$ - a?b grupe cu 2 bile albe 

Obtinem М = (a + b)? grupe 

(a -+ b)3 = a3 + 3a2b + За? + bš 
adică: а? grupe cu З bile albe, 3a?b grupe cu 2 bile albe, 
З ab? grupe cu o bilă albă și 0? grupe cu nici o bilă albă. 


118. Pentru a = b = 1, p = Ç , obținem са termeni 
coelicientii din binomul lui Newton: aceștia cresc pină 
„la mijloc“, unde se află cel mai mare, apoi iau aceleași 
valori descrescind, de exemplu pentru n = 7si n = 8. 
17 21 35 35 21 7 1 
i 8 28 56 70 560 28 8 1 
Pentru a si b oarecari, sá facein raportul a doi termeni 


consecutivi /;/[t; у şi să examinàm cind el este mai mare 
ca 1 si cind este mai mic. 


120. 
N = (a + b)” = b" + С bhla +... + 
eoi pur gt c u ЕШ н (1) 
S-au format № grupe; b" dintre ele cu zero bile albe; 
Cl 0"! а dintre ele au o bilă albá,..., Ci b"i at aui 
bile albe..., а" din ele au л bile albe. Deci 


m = (C; bur tg sp ЭС ра Уер CE DEL at Lb 
+ n C? an) 

т" = L (С) b"-la 22. C2 7*2 2. p i2 Ci iai L... + 
+ n° Сла") 
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Dar cum sà caleulám mai uşor aceste sume? 
121. Mulțimea R are kh elemente. Este mai usor de urmá- 


rit calculul, dacă le scriem într-un tablou dreptunghiu- 
lar, astfel: 


a, + wv; a, + 9; ... ; da d- аһ “h coloane 
G, + 94; Ира 5 Q + Op 


121 bis. Sint posibile două generalizări: 1) în loc de 
două mulțimi R, şi R,, să considerăm mai multe; 2) 
să luăm tot două mulțimi dar să calculăm media puteri- 
lor а n“ a abaterilor faţă de medie. 


122. Să presupunem că mulțimea R, este formată din 
numerele de bile albe din grupele formate cu n urne iden- 
tice (pr. 117) şi considerăm a (n + 1)? urnă cu a bile 
albe si b negre. Lîngă fiecare grupă din R, punem pe rind 
cîte o bilă albă, de a ori, apoi cite una neagră, de b ori. 
Avem schema din problema 120, unde R, este format din 
1,1,...1, 0,0,...,0 (căci numărăm bilele albe). 
deaori debori 


123. Notám m(? (n) media căutată și gindim ca în pro- 
blema precedentă. În R, avem m? = pq si 


a(1 — р)* + b(o — p) 
a + b 


= pq [(p + q)° — Зр (p + q)] = pq (1 — 3pq) 
Urmează să aplicăm formula din problema 121 b. 


= рд + pîg = pq (p° + Ф) = 
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124. Avem 


i jas | 


n 


lim u, = 0 


п — со 


Faptul că lim u = О arată că numărul grupelor in 
care frecvenţa este apropiată de media peste mult mai 
mare în raport cu numărul grupelor în care frecvenţa e 
„depărtată“ de p. 

Dar, în ce mod trebuie precizate lucrurile? 

În loc de expresia „apropiat“, considerăm un număr 
dat =; considerăm numerele < pentru саге | а — p |< 
< e; fie | numărul lor şi deci N — l numărul grupelor 
pentru саге | a —p | Z e. Folosind expresia lui up, va 


trebui să arătăm că devine oricit de apropiat de 1, 
pentru valori suficient de mari ale lui n. 
126. Cazuri posibile: C. 


Cazuri favorabile: cite grupe din tabelul C$, contin 
3 obiecte date? 


127. Aici e mai uşor să numărăm cazurile nefavorabile 
(cele favorabile, restul pină la numărul tuturor cazurilor). 
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т} 


Din grupele tabloului Cj, cite nu conţin nici unul din 
biletele 2, 5, 10? 


128. Numărul cazurilor posibile AF. 
Cite din aceste grupe încep cu 12? 


129. Recurgem la modelul urnă. Sint posibile 365 date 
de naștere (urna are 365 de bilete). 30 de persoane trag 
fiecare cite un bilet (fiecare din urna completă). Care 
este probabilitatea să existe două persoane (cel puţin) 
cu acelaşi număr de bilet? 

Este mai uşor să calculăm intíi probabilitatea 4 a 
evenimentului contrar: să nu existe nici о coincidenţă. 


132. E suficient să facem o numărătoare atentă a posi- 
bilitátilor. 


134. Funcţionarul ajunge la lift într-un moment ! în- 
timplátor. Sansa са liftul sá vie urcind, deci in momentul 
t să fie între parter şi etajul 6, este de tret ori mai mare са 
el sá vie coborind — deci in momentul t sá fie intre eta- 
jul 6 şi etajul ultim. 

Să presupunem că liitul face un drum dus și întors 
în 120 secunde şi că există 8 etaje. Dacă trece la etajul 
6 urcind la ora А, va mai trece urcind la k + 120 s, Л +- 
+ 240 s.,... De la etajul 6 la 8 dus și întors face 30 secunde. 
Deci el trece coborind pe la etajul 6 la ora k + 30, h + 
+ 150,... Dacă funcţionarul ajunge la lift între / şi 
h + 30, va cobori, dacă ajunge între À + 30 si А + 120 
va urca. 

Deci şansa de a urca este de 3 ori mai mare ca accea 
de a cobori. 


135. Există poziţii ale lui Р in care fiecare din distante 
este mai mică decit suma celorlalte două — deci cu ele 
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se poate construi un triunghi. Aceste poziţii ocupă o arie. 
Probabilitatea cerulá este raportul înlre această arie și 
aria triunghiului dat. Cum găsim aceste poziţii? Aceasta 
e o problemă de geometric. 


146. Multiplii lui 4 modulo 10 nu pot fi, conform pro- 
blemei 137, decît în clase cu numere раге — deci ei nu 
parcurg toate clasele. Pe cind, (3,10) = 1; probabil 
aceasta e cauza că multiplii lui 3 parcurg toate clasele. 
Enunţul pe care îl bănuim e următorul: dacă (a, т) = 
= 1, primii m multipli ai lui a parcurg toate clasele 
modulo т. 
а. 1,а:-2 ,...,а-т 
clasa 
Pi r, rj rj Ed F0 
În cazul general nu putem scrie clasa produsului decit 
pentru ultimul produs. În loc de o simplă verificare, ca 
їп problema precedentă, trebuie făcută o demonstraţie. 
Cum? 


‚а-+],..,а+(т—1),а-т 


, е ә 


149. Deoarece orice ecuaţie a * x = b are, prin defini- 
tie, soluţie, şi ecuaţia a * x = a are; deci există e cu 
proprietatea a * е = a. Ecuația a * x = e are soluţie, 
deci există a’, astfel са a *а’ = e. 

Dar trebuie să arătăm că e este element neutru pentru 
toate elementele, adică b * e = b (b + a) sl că el este 
unic. 


151. 
Ci ВОВ 1). dp E) 
p 
Ic uA | 
Deoarece numitorul nu are factorul p, acesta пи se sim- 
plificá, deci СЕ = А = p : t. 


= À (mumăr întreg) 
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Coeficientii C? apar in 
(z 1)? = zx? + Cir? + Cher? 4... + Char- 4... 4 1 
Conform observaţiei, (z + 1)? = x" + 1 (p) 


158. Tabloul problemei 154 ne sugerează răspunsul. Exem- 
ple: puterile lu: 3: avem 3 = 24, deci 32 = 28, 33 = 
= = 25 puterile lui 6: avem 6 = 25, deci 62 — 210 — 10, 

= 215 = 93 = = 8, 61 — 220 — 28 = 9 etc. Pentru a găsi 
фея lui 6, parcurgem puterile lui 2 din 5 în 5; scriind 
numai exponentii lui 2, vom scrie multiplii lui 5; pentru 
vá, după exponentul 12, şirul puterilor se repetă periodic, 
vom lua resturile de la împărţirea acestor multiplii 
prin 12: 


M5 :5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 
Resturi 
prin 12:5 10 3 8 1 6 11 4 9 2 7 0 
Corespund 
elemen- 


tele :6 10 8 9 2 127 3 5 4 11 1 


159. Trebuie să exprimăm elementele tot ca puteri ale 
lui 2. Fie ecuaţia xë = a; o scriem sub forma 25 = 2%, 
unde £ este indicele lui z, « al lui a. 


163. Pentru primele numere de forma indicată, se veri- 
fică direct: 2 = 1? + 12; 5 = 22 + 12; 13 = 32 + 2°; 
17 = & 4 12; 29 = 52 + 22; 37 абз dai 41 = 52 + 
+ 42 etc. 

Pentru р = 4 k + 1, oarecare, problema 162 ne arată 
că putem găsi o sumă de două patrate care să fie Mp, 
x? + 1 — Mp. Vom folosi această expresie, dar trebuie 
să arătăm cá p singur poate fi scris ca sumă de 2 patrate. 
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b) 3599 = 3600 — 1 
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c) există o regularitate in succesiunea cilrelor? 

d) sintem tentaţi, din cauza grabei, să răspundem: 25. 
Dacă ar fi аза, nu s-ar fi dat problema; deci trebuie pro- 
cedat sistematic, chiar dacă folosim timp mai mult: ce 
înseamnă viteză medie, cum se calculează... 


3. Să căutăm să construim un triunghi în care Н să fie 
ortocentrul. 


4. Să folosim o translație determinată de vectorul cun- 
stituit de virful cretei. 


5. Trenurile se intilnesc după 3 ore. În acest timp musca 
a mers mercu cu 70 km/orá — desi schimbindu-și alter- 
nativ direcţia. In З ore ea a parcurs 70-3 = 210 km. 


4. Să se ţină seama de principiul lui Arhimede. Datele 
problemei sint inutile. 


8. Cele 20 minute, economie de timp, provin din faptul 
cá maşina nu a mai făcut drumul ZG şi GI (de la punctul 
de intilnire la gară și inapo1).. 


9. Dacă viteza în apă stătătoare produsă de acelaşi efori 
ar fiu, în riu viteza este u + v în sensul curentului și 
u — v împotriva curentului (v — viteza curentului apei). 
Viteza bărcii faţă de láditá este и, atit în mişcarea în 
sensul curentului (u + v — v), cit şi în aceea împotrivă 
(în unitatea de timp ele se apropie cu u — v + v). 


11. Oare este posibilă prima egalitate? Dacă da, pentru 
ce numere? 


12. Nu, cine ştie ce „metode“, ci încercări directe. 
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13. Dacă scara ar aluneca (ráminind rezemată), distanța 
OM s-ar mări? Numai în caz alirmativ, sirma s-ar opune 
mişcării. 


14. Triunghiurile ABC şi A DC cu baza comună AC nu 
sint în același plan. Dacă ar fi în același plan... 


15. Să încercăm să colorăm segmentele astfel ca să nu 
existe un triunghi cu laturi de aceeaşi culoare. Să arătăm 
că oricum s-ar proceda, nu se poate reuși. 

Să începem cu trei segmente pornind dintr-un singur 
punct şi la fel colorate. (Există neapărat?) 


20. Se aplică principiul dublei negaţii: nu e adevărat că 
A nu e alb, înseamnă că A este alb. 


22. Comparăm enumerarea ДА-\/ 
Ema, loana, ..., Sofia = o= 
sau, cu alte denumiri, 
Fa; F,, °... Е, 
си: 
9. 10. 2.5 


27. Propoziția enunțată se înțelege astfel: în toate cazu- 
rile dacă două laturi ale unui triunghi sint proporţionale 
cu două laturi ale altui triunghi şi un unghi al unuia este 
egal cu un unghi al celuilalt, cele două triunghiuri sint 
asemenea. Propoziția nu e adevărată în sensul cá nu ín 
toate cazurile două triunghiuri ce îndeplinesc cele două 
condiţii ale ipotezei, o îndeplinesc și pe cea din concluzie 
(sint asemenea). Pentru a arăta că nu în toate cazurile e 
suficient să arătăm un caz cînd e îndeplinită ipoteza, însă 
nu $1 concluzia. (Tot astfel, pentru a arăta că propoziţia 
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„toți elevii clasei noastre au media peste 7“ nu este ade- 

vărată, e suficient să indicăm un singur elev din acea 
clasă care are media sub 7.) 
Să găsim un astfel de caz. 


30. Sá colorám toti „metrii patrati^ ai camerei prin culo- 
rile 1, 2, 3 ca în figura: 


12312312314 
24.90 L2 9.12 9 T 2 
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
1 2 3 1 2 3 1 2 31 
23 1 2 3 1 2 3 12 
3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 
1 2 3 1 2 3 1 2 31 


31. Problema fiind simplă, ati găsit desigur o soluţie 
(sau mai multe). Dar care e cea mai simplă? 

Aici, se pare cá e mai uşor să începem cu reciproca: 
dacă triunghiul MC D este echilateral (fig. 33), unghiul 
din С al triunghiului isoscel CMB este 90—60 = 30”; 
deci unghiurile de la baza lui au cite 75°, deci ABM = 


Acum trecem la contrara acestei teoreme reciproce: 
dacă MC D este isoscel, fără a fi echilateral, adică dacă M 
se deplasează pe mediatoarea lui CD in sus sau in jos, 
unghiul APM nu mai e 15°, ceea ce este evident (el se 
micșorează, respectiv se măreşte). 

Să fim atenţi la legătura logică. Am demonstrat că: 
dacă triunghiul isoscel MCD este echilateral, unghiul 
ABM este 15° si dacă MCD nu este echilateral, unghiul 
nu este 15°. 

Cele două propoziţii se exprimă concentrat în una 
singură: dacă — şi numai dacă — MCD este echila- 
tera, unghiul ABM este 15°. | 
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Prin aceasta, teorema directă este demonstrată: dacă 
АВМ = 15%, triunghiul MCD este echiiateral (căci 
dacă nu ar fi, unghiul ABM nu ar îi de 15°). 


32. Triunghiul ABC are ca centru pe M (fig. 34), căci 
MA = МВ = MC. Cum se obţin punctele M,, Ma, Wa 
din M? 


33. Dacă două cercuri sint secante, coarda comună este 
văzută din centrul celui mai mare sub un unghi mai mic 
decit din centrul celui mai mic (căci in tr. A0,0,, dacă 
A0, < A0,, X 0, < X 0. 


34. Dacă găsim raportul a vom putea alla (din tr. 


BB'C) raportul к și procedind la fel pe fiecare 
E 
3 

laturá vom avea incá 3 ecuatii. Pentru a gási raportul 


5 ducem prin B’ o paralelă la А5, B'D (D pe CC"). 


36. Revenim la enuntul problemei. Esential este sá 
folosim relația x (1 — z) <=. Și ca s-o folosim să 
facem produsul rrr. 

37. Dacă punctele В,, Ci, D, sint variabile pe muchii, 


V, depinde de mărimea acestor muchii. În ce fel? Să 
facem întii să varieze numai una din muchii. 


38. Ideea o avem din problema 36, iar calculul din 
problema 37. 
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А в Fig. 33 


C Fig. 84 
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39. Să ținem seama acum că vrem B + Ç = 180°. 


40. Prelungim pe AM cu o distanţă egală pînă in А”; 
ABA"C este un paralelogram. Distanţa de la A" la AC 
este egală cu A,. Dar A" e un punct cunoscut. Necunos- 
cut a rámas acum numai AC. 


49. Teorema bisectoarei: dacá D si D' sint picioarele 
bisectoarelor unghiului A al triunghiului АВС, 


) 'B : 
mda à deci D şi D' împart segmentul 


DC b' D'C 
BC in acelasi raport. 

Poate fi adusă problema dată la această teoremă? 

Dacă am putea arăta că ID este bisectoarea unghiului 
EIF si deci IA bisectoarea exterioară a lui... (fig. 35). 
Pentru aceasta ar trebui să măsurăm unghiurile din I. 
Să folosim măsura cu ajutorul arcelor de pe cercul dat, 
e greu. Mai bine să căutăm un patrulater inscriptibil 
potrivit. 


43. Să arătăm că triunghiurile A M D, A MC sint asemenea 
(folosind laturi căci egalitatea unghiurilor intră în con- 
cluzie). 


AN 
44. Deoarece ANB nu este înscris, unim pe M cu N. 
45. Căutăm să aducem la cazul precedent. Luăm sime- 
tricul lui F’ faţă de d, fie el F”, şi ținem seama cá pentru 
orice punct M de pe d, МЕ' = MF” (fig. 36). 


47. Prelungim pe BA cu distanta АС si considerăm 
figura 37. Folosim şi distanțele d',, d'o de la C si B la 
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Fig. 35 


bisectoarea interioară. (Poate găsim ceva analog pentru 
aceste distanţe.) 


49. Tinem seama şi de faptul că A'B' J| AB, A'B' = = 


Analog pentru A'C'. 
Triunghiurile A'B'O, si O,C'A' sint egale (cáci un- 
ghiul din B’ este 90° + A, idem unghiul din С $1 latu- 
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rile ce mărginesc aceste unghiuri sînt respectiv egale: 
c . b Pe a A S A PEN 

-— 51 B Trebuie însă fixat care sint unghiurile omo- 
9 9 


a 


loage. 


50. Să aplicăm teorema de la problema 49 in triunghiuri'e 
ABC şi ADC. 


51. În triunghiul CO,O, cunoaştem două laturi CO, = 73 , 
3 
CO, = D $1 unghiul cuprins, 60? + C. 


52. Construim în O, şi O, unghiuri de 60°; fie O' virful 
triunghiului echilateral construit pe O,0, (fig. 28). Tre- 
buie arătat cá O' coincide cu 0,. Pentru aceasta folosim 
simetricele punctelor A, В, C fatá de laturile triunghi- 
lui 0,0,0'. 


55. În figura 13, punctati segmentul AC si interpretati 
desenul ca și cind el ar reprezenta... 


97. Considerăm punctele Л/,, M,, М», situate pe perpen- 
dicularele in O,, O,, O, pe planul figurii, la distanţele 
R,, R,, R, de acest plan (de aceeași parte a planului). 


58. Sá căutăm noi două numere x şi y, astfel ca x + 
+ y = 6; ху = 7. După aceea să arătăm cá numerele 
astfel găsite sint tocmai cei doi radicali. 


59. (m Aa) = xn dC phia ue uode CR hale Дь, 

(a + x)" = a" + C'alz — ... 4- C*5anohgh + ... 
Inmultim si căutăm în ambii membrii coeficientul lui 
x" q", 
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61. Să distingem cazurile k impar si А = 2b - i, de ex: 
К —5 şi k = 12 = 22-3. Pentru k = 5, în general 
k = i, simplificăm în diagonală si rămîne la numărăter 
factorul 32. Pentru k = 22:3, in general, k = 2  .¿, 
rámin la numárátor 32 și la numitor 22. 


62. Poate prin inducţie. Verilicări pentru n = 3, 4,... 
sint uşor de făcut. Cum am putea face trecerea de la n 
la n + 1? Am scris coeficienții C5: 


1 9 36 84 3126 126 384 36 9 1 


Am subliniat cu o linie pe cei din 5,, cu două pe cei 
din Sə. 

Să сайга ре cei cu n = 10. Ne amintim do {гїл- 
ghiul lui Pascal 


1, 1 -- 9, 9 + 36, 36 + 84, 84 + 126, 126 + 126, 
126 + 84, ... 
Avem acum 
S; = (1 +9) + (84 +126) + (84 + 36) +1 = Š, + Š, 
S; = (9 + 36) + (126 + 126) + (36 + 9) = 5, + 5, 
Sa = 1 + (36 +84) + (126 +84) + (9 + 1)= S, + So 


Din S, ES. rezultá 5; = $$, iar din S, = 5, + 1 
rezultà оса, == 2. Sp cp Stu: 35 deci = 
= 49; — 1. 


Nu ràmine decit sà transcriem acest procedeu in 
cazul general. 
63. 1) Avem 4! = 23:1, 8! = 27-¿, 161 = 215.1; să 


` ` v IM ы А 
arătăm cá 27! = 22 -1.{, Trecind de la m, la m + 1 
А ? 2 
vom scrie 
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а e e = 


9m+1 | — |. «am + 1) (2 + 2) us (2 + 2") 
a Diferența "n (9 eo 34 —1-3...13- 15 o scriem 
= (6 + 1) (16 + 3) ... (16 + 13) (16 + 15) —1:3... 

. 15. 


Grupàm parantezele cite douà: (16 + 1) (16 + 15), 
(16 + 3) (16 + 13) etc. Obtinem 
[162 + 16 (1 + 15) + 1 15] - (16? + 16 : (3 + 13) + 
+ 3-13]... = (2 - 162 + 1:15)(2 - 162 + 3 - 13)(2 - 162 + 
+ 5.11) (2:162 + 7- 9) 

După desfacerea  parantezelor (conform formulei 
"i + a) (x + a3) (x + a4) (x + а) = = ...), termenii impari 

-3...15 se reduc. Să examinăm la ce putere este 2 
in termenii care rămîn. Toate produsele 1:15, 3:13, 
5-11, 7-9 sint de forma 8 k — 1. Termenu: cu 2.162 
se inmulteste cu (M 8 — 1) (M 8 — 1) (M8—1) = 
= M 8 — 1. Deci avem 2-16? (H 8-- 1 + M8—1 + 
+ M 8—1 + M8— 1) = 2:162 (8 k— 4) = 2 . 16°: 
«Bou = 28. 16?- t. Ceilalţi termeni, corespunzători lui 
22, x?, x4, au facterul 2 la puteri mai mari, deci este 
decisiv termenul in z. Obtinem 211. г. Avind si la fractia 
din faţă un 2, obţinem in final, pentru n = 5, 212. ¿ 

În cazul general, conducem calculul analog, ceea ce 
necesită atenţie și perseverenţă. 


64. Verificările numerice făcute ne sugerează, ca şi in 
trecerea de la an la aon, să folosim în calcule numai puteri 
ale lui 2. De obicei, încercările numerice particulare 
sugerează cazul general; aici însă, se pare că ele ne în- 
curcă (criteriile de călăuzire a gindirii nu sînt absolute, 
lipsite de excepţii; trebuie să ne așteptăm și la lucruri... 
neaşteptate !). 

În problema de faţă, în scrierea termenilor de la a, la 
dan, e de preferat să nu folosim numai puteri ale lui 2 — 
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— chiar dacă ele ni se oleră în calcul — ci un alt mod, în 
care să apară mail ușor anumite regularităţi. 


[4 ` › . . v a 2 2 ” Я $ 
65. Dacă la o fraclie subunitară z mērim $1 numărăto- 


rul şi numitorul cu acelaşi număr k, obţinem o fractie 
que UN a bw s 
mai mare (mai apropiată de 1, căci 1 — m , lar 
а 


a+-k b—a b—a 
b + £ ТЕЗ b 


68. Să calculăm pe r, şi r în funcţie de MT (şi unghiul 
A); în raportul r,/r, MT se va simplifica. 


623. Să privim expresia Æ са un trinom cu necunoscuta 
cos a. 


70. Cazurile m = 6, m = 7 ne sugerează să grupám 
termenii cite 3, cu semnele + — +, $i să arătăm са 
fiecare grupă e un polinom, care prin împărțire la 
(x — 1)* dá un cit, care are numai coeficienți pozitivi. 


` — . b; A 
îl. Fractia ———— descreşte cînd z crește. 
r— qi 


75. Două fele laterale opuse ale piramidei înseamnă 
două plane ce se taie după o dreaptă. Cum va fi planul 
care le taie după două drepte paralele? 


76. Vectorii OA sint distribuiti uniform în jurul lui О. 
Nu e nici un motiv ca suma să 1a o anumită direcţie si 
nu alta. Dacă ei reprezintă forle aplicate punctului O, 
punctul rămine pe loc — încotro s-ar putea mişca? — 
fortele 151 fac echilibru, rezultanta (suma) lor este nulă. 
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17. Să adoptăm un calcul in care să folosim faptul că 


р — —» 
vectorii ОА, OÀ,, ..., ОА... 


- LÀ» > . б 
81. Să facem suma vectorilor РВ + PC direct și în- 
tr-un al doilea mod, în care să folosim ipoteza. 


` ` zi ` ` A ma a | е; 
$3. Să găsim о legătură între produsele ОА · ОВ si 
——> —>» 

O'A'-0'B'. 

Pentru a simplifica expresiile, să observăm că dacă 
ducem prin О un plan О // P, proiecția unghiului pe 
planul О este aceeaşi caşi pe planul P. Condiţia З devine: 
o latură în planul Q. 


— — — 
84. Seriem. BC = MC — MB si analogele. 


85. Relatia din problema precedentá este valabilá si in 
cazul cînd Л/ nu este în planul ABC. 


$6. Produsul între un număr si un cosinus poate fi 
interpretat ca proiectia unui vector. O sumă de astfel de 
produse inseamnă suma proiectillor unor vectori — și 
ne amintim că această sumă este proiecția sumei vecto- 
rilor. 


87. Să nu transformám deodată toate numerele aj, ei 
pe rind. Să arătăm că la fiecare „turnare dintr-un vas“ 
ce depăşeşte media la unul aflat sub medie, pentrua le 
apropia între ele, produsul numerelor crește. 


ry? 
33 В, 22 


89. Produsul p = 2%? este maxim odată cu q = 
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93. Putem aplica relației 

(а + b) (b + с) (c + d) > 8 abc. 
ideea — generală — din problema 87? 

Acolo era vorba de media aritmetică 81 media geome- 
trică sau de valoarca maximă a unui produs de numere 
cu sumă constantă sau de enunţul corelativ, valoarea 
minimă a unei sume de numere cu produsul constant. 

Aici avem și în membrul I şi în lI produse. Totuşi, 
dacă elecluăm m. I, vom avea o sumă. 


95. lie аа... аһ = К". Să presupunem K dat. 
Produsul din membrul I, Е poate fi seris 


Е = 1 4- Sa, + > aa, жые > ауа» РЕ Ааа um 
sea D Mila s da, 
unde prin 2Xa,a, ... а; = s, înţelegem suma tuturor pro- 
duselor de cite i numere alese din cele n. 
Vom arăta cá fiecare din sumele s, este minimă pentru 
q 03 sete E dac J. 


96. Notám s — а, = bj şi exprimăm enunţul numai prin 
numerele b. 


98. 1) Notăm p—a=a', p —b =b, p—c-c'; 
avem a', b', c' > 0. 

2) Să stabilim intii pentru două unghiuri de sumă 
constantă că produsul sinusurilor lor este maxim cînd 
unghiurile sint egale. 


99. În toate cazurile, aplicăm metoda din problema pre- 
cedentă, considerind întii două unghiuri. 


101. Rabatem fata din fund (BB,A,A4,) pe baza de jos 
(rotind-o de 90° in jurul muchiei 4,43). Acum punctul 
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B este în planul bazei, in B’. Unim printr-o dreaptă 
А си B'. 


105. Fie п obiecte 
1 9. 3 "T n — 2 n — 1 п, 
Dacă luăm Ё din ele гатїп л — К. 


114. În tabloul combinárilor de m obiecte (a,, a5, ..., ау) 
cite n, fiecare literă joacă acelaşi rol: deci de cite ori а 
fost folosit a, în formarea tabloului, tot de atitea ori a 
fost folosit а, sau аз ... sau am- 

Dacă acest argument nu este convingător încă, să ne 
amintim că numărul grupelor care contin un anumit obiect 
— oricare din ele — este C} — 1. 


116. Ca și în problema 114, ne bazăm pe faptul că fiecare 
bilă dintr-o urnă joacă acelaşi rol. 


120. Dacă în m dăm factor pe a, apar termeni de forma 
C; b" r all şi Lai” este derivata lui ai (considerat ca 
funcție de a). In loc să derivăm (în raport cu a) suma 
termen cu termen, să derivám direct pe (a + b).” 

După ce reusim, ne fixăm atenţia pe m” şi vom căuta 
să adaptăm o metodă analogă. 


124. Dacă în expresia lui p, neglijàm diferenţele mai 
Mici са =, iar pe cele mai mari le înlocuim cu e, vom 
obţine un număr mai mic decit u, (am neglijat, am mic- 
sorat). 


135. Notind distantele cu z, y, z, vom cáuta intii pozi- 
{ше lui P, astfel ca x = y + 3; vom obţine un loc geo- 
metric (o linie) cu ajutorul căruia vom putea delimita 
regiunile în care z < Y + z sau z > y + z. 
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Dánuim că locul geometric este un segment de dreaptă 
din cauză că relația x = y + z este lineară. Pentru a-i 
determina poziția căutăm puncte particulare (pe laturi) 
care satisfac relația. 


139. Se scrie numărul ca sumă — de ex: 7823 = 7: 10? + 
+ 8-10? + 2-10 + 3. Se caută în ce clasă modulo 9 
este 10, apoi 10°, 105, ..., 10". 


140. Acceași ca in problema precedentă. 


141. Vedem în ce clase modulo 9 este fiecare din numerele 
scrise. 


142. Acum „proba prin 9“ iese: rezultatul este în clasa 1 
(9); ceea ce nu înseamnă neapărat că el este exact: este 
in aceeași clasă cu rezultatul exact, adică dacă este greşit, 
diferenţa între rezultatul scris sl cel exact este multiplu 
de 9. 

Să aplicăm, analog, „proba prin 11“. 


144. Aplicăm proba prin 9. 


146. Să arătăm că nu pot fi doi multipli în aceeași clasă. 
În acest caz, fiind m multipli şi tot m clase, mulţimea 
multiplilor parcurge mulțimea claselor (a - 1 intr- -0 clasă, 
a: 2 іп altă clasă, a - З in alta decit precedentele ş.a.m.d., 
al т! multiplu într-o a m“ clasă; clasele în care se află 
multiplii lui a sint toate clasele, în general, într-o altă 
ordine). 

Nu pot îi doi în aceeași clasă. Căci dacă ar fi... (metoda 
reducerii la absurd). 


149. Ecuația a*z = b are soluţie; fie ea z,, putem 
scrie b = z,*a. 
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155. Intr-un grup oarecare notăm a* a = a?; a? * q = 
= aš etc. Deoarece grupul este finit, puterile succesive 
nu pot fi mereu diferite; survine un moment cînd ajungem 
la o putere egală cu una anterioară. 


163. Dacă dám lui z valori de la 1 la £— vom găsi 
un z = a şi numai unul, s ca а? +1 = c: p. Din 
а< B „rezultă a? + 1 < P` - + 1 < p?, decic < p; des- 
dou Ка in factori mi vom avea 

a? + 1 = pip, ... PhP + 1 unde pj < p. 


Vom folosi inductia completá; admitind propozitia 
pentru numerele prime mai mici ca p, să arătăm că rezultă 
pentru p. În acest scop, se foloseşte identitatea 


(a? + b?) (A2 + B?) = (aA + bB} + (aB x: bA)? 


care aratá cá produsul a douá sume de patrate poate fi 
scris in douá moduri ca sumá de patrate. De vázut dacá 
in una din forme nu se pot face simplificári. 


161. O sumă de două patrate poate fi descompusă în 
factori cind lucrăm cu numere complexe. 
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ZE 122. 5 + 40 ыш КЫР» 30 — 9 
365 060 + ә 
9, a) 112 412 1 _ 427 _ 427 
ЯТЫ ES ` a 508 ^ 507 
b) 3599 = 3600 — 1 = (60 — 1) (60 + 1) = 59: 61. 
с) Se observá cá succesiunea cifrelor este 
13 13.3 (= 39) 39:3 (= 117) 117-3 (= 551) 
d) viteza medie = distanţa împărţită la timpul de parcurs. 
Distanţa 60 km + 60 km = 120 km. Timpul = 3 ore + m 
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Fig. 38 


+ 2 ore = 5 ore. Viteza medie = 120 km: 5 ore = 

= 24 Кт /ога. Calculul analog dacă nu cunoaștem distanţa 

şi o notăm cu d. In acest caz, distanţa totală = 24. 

Timpul = SA a: E ses 2 (5 + BE se simplificá prin 
20 ' 30 ` (20 ' 30]' 

d $1 obtinem v» — 24. 

Nepotrivirea între prima impresie de moment ( = 
= 25) şi soluţia justă (v = 24) se explică astfel: numai 
dacă mobilul merge 3 ore cu viteza v, şi tot 3 ore cu viteza 
7,, Viteza medie este media vitezelor. Mobilul din pro- 
blemá a mers mai mult їїтр cu 20 km/orá decit cu 30 
km/orá, de aceea viteza medie e mai aproape de 20 km/oră 
decit de 30 km/oră. 


3. HB' | d, intilneste pe d' în В (fig. 38). Analog, 
CC". Perpendiculara din // pe BC va trece — dacă ar fi 
prelungită — prin A =dpd. 
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4. Prin translatia de 1 cm, verticală, în sus, patrulaterul 
mărginit de liniile b, şi a, se suprapune peste cel cuprins 
între b, sila, deci aceste două figuri sint egale (fig. 2). 

Dacă din aria de la b, la a, scădem 1) pe cea de la b, 
la a,, obţinem „linia“ b; 2) pe cea de la Ё, la a, obţinem 
„linia“ a. 


6. х = Wy. Veget 
109 109 
3р 1.99 y 8.259, din V. 
109 100 109 


Notá. Cind spunem atit la sutá, trebuie sá fie clar 
(chiar dacă subinteles) din ce. „Cu cit la sută îşi micso- 
reazá gheata volumul“? Intelegem cu cit la sută din 
volumul ghetei. 


4. Volumul dislocuit de gheatá este 1,3 dm?, exact 
cit trebuie pentru gheaţa topită. Nivelul rámine același. 


8. Mașina parcurge ZG in 10 min. Ea sosind ір G la ога 8 
a fost în / la 750. Inspectorul a făcut de la ora 7 la 750 dis- 


tanta GI, mergind cu 6 km/orá. Deci, а) GI = 6 km: A = 


= 5 km, b) maşina merge 5 km în 10 min, v = 30 km/orá, 
с) dacă șantierul e in Š sau in alt punct, Š”, economia de 
timp rămîne aceeași; deci datele problemei nu permit 
aflarea răspunsului c. 


9. După ce s-a îndepărtat de láditá 10 minute, pentru a 
o regăsi face tot 10 minute. În intervalul de 20 de minute, 
ládita a parcurs 1 km. Deci ea a mers cu 3 km/orá. 
Obsereare. S-a presupus cá efortul muscular imprimă 
bărcii aceeași viteză u, faţă de apa curgătoare ca si în 


С A & 
-- \ Е f 
ТА 
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apa stătătoare. Este complet justă, diu punct de vedere 
fizic, această presupunere? 

Lopata este o pírghie, avind ca punct de sprijin apa. 
Acest sprijin este mai puternic atunci cînd apa vine spre 
lopată decit atunci cînd fuge din faţa ei. 


10. Cantitatea totală de lichid din A este aceeaşi. Deci 
A conţine atita alcool cită apă îi lipseşte. Dar apa care 
îi lipseşte a fost turnată în В. 


11. Dacă numerele z, y, z sint toate pozitive, egalitatea 


nu este posibilă tei Í (avind numitorul 
3 x 

mai mare). Analog dacă toate trei sint negative. Fie 

z <0, y >0, z >0, z = — X (X > 0). 


Egalitatea poate fi scrisă 
1 


1 1 
Бор ИЕМИН NETTEN 
Z у +z— X X 


deci 
yz = X(y + 2 — X) 
X? — (y + z) X+ yz = 0 


care are rădăcinile X = z si X = z. 
Dacă xz = — y, z" = — у" şi egalitatea de demon- 


1 1 
strat se reduce la — = —. 
zh zn 


Analog dacă sînt două numere negative şi unul pozi- 
tiv. 


12. x --1 (sau J = 1), f(z, y) > 1. Pentru + = 2, 
у = 2, f(x, у) = — < 1. Pentru valori superioare ale lui 
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х sau y, vom avea f(x, y) < = < 1. Deci f(x, у) = 1 nu 
е posibil. 


13. OM este mediană în triunghiul dreptunghic ОАВ, 


E v 1 `A ` 
deci egală cu — AB = constant. Cind scara alunecă, М 
D » 


se miscá pe un arc de cerc. 


14. Dacă rotim triunghiul A DC in jurul lui AC (fig. 39) 
unghiul DFE, initial de 180°, se micşorează. 51 distanţa 
DE, latură în triunghiul DFE cu DF si FE constante, se 
micşorează. 

În triunghiul DCE, DC si CE rămîn constante, iar 
DE se micşorează; deci şi unghiul DCE, opus ei, se 
micşorează. 


15. Dintre cele cinci segmente ce pleacă din A (fig. 40) 
există tre. la fel colorate (nu pot fi două negre, două 
albe — al cincilea cum ar fi?). Ele sint muchii din A 
in tetraedrul ABCD. Cum să colorăm laturile triunghiu- 
lui de bază BCD? Dacă colorăm una din ele la fel cu 
muchiile din A (linii pline în figură), apare un triunghi 
in condiţiile problemei. Dacă le colorăm altfel decit 
muchiile (linii punctate în figură), atunci triunghiul 
BCD va fi în condiţiile problemei. Deci, oricum, există 
un astiel de triunghi. 


16. Dacă ea este cireasá, avem 

Etichete CV, C, V Sub C nu putem pune СУ, căci 

Realitate C , ar rezulta sub V tot V şi eti- 
cheta nu ar fi greşită. Deci sub 
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С Fig. 39 
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С trebuie pus V şi deci sub V, CV. Analog, dacă am scos 
visiná, obținem CV, C, V 

V, CV, C 


17. A nu e in O,, O,, О, cf. (1). El nu e nici în O,, O; cf. 
(2). Deci 0, — m — А. 

Cf. (2) B, O, si O, au profesii diferite; deci О; nu 
e t; cf. 2b, nu e m, rezultă O, — p si О, — i. 

Cunoscind profesiile, putem atasa регзоапе1е. 

Obtinem 


18. O4: am negru sau alb. Sá admit că am negru. Sint 
posibile din nou două ipoteze: O, are negru sau alb. În 
ipoteza — N N, O, ar răspunde „Știu“, deci această 
ipoteză cade. Їп ipoteza — А N, О, răspunde „Nu știu“ 
Dar 0,2 Acesta rationeazà astfel: dacă aş avea negru, 0, 
ar fi răspuns „Știu“ ; el a spus insá, Nu ştiu“, deci am alb. 
În ipoteza — A N, O, ar răspunde „Știu: am alb“. Dar 
el a răspuns „Nu ştiu“, deci cade şi această ipoteză. 
Ambele ipoteze în care eu aş avea negru au căzut, în- 
seamnă că am alb. 


19. Dacă sint n discuri negre, п + 1 oameni şi а discuri 
albe şi dacă О, vede numai negre (n) răspunde „Știu: 
am alb“. Dacă el răspunde „Nu ştiu“, înseamnă că nu a 
văzut numai negre; în acest caz, dacă 0, vede numai 
negre, răspunde „Știu: am alb“ (folosind ipoteza că О, 
nu a văzut numai negre). 

În general, primul care vede după el numai negre şi 
stie cá precedentii au răspuns „Nu ştiu“, ráspunde: 
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„Ştiu, am alb". Demonstrația prin inducţie completă. 
Fie h rangul acestuia. Admitem propoziţia pentru h — 1 
și arătăm că rezultă pentru b. Conform propoziției admise, 
dacă O, аг fi văzut numai negre, ar fi răspuns „Știu“. 
Însă ela răspuns „Nu știu“, decinu a văzut numai negre; 
în această situaţie O,, care vede numai negre şi ştie că 
precedentul sáu a răspuns „Nu știu“, deduce că el însuși 
are alb. 


20. P il ia deoparte pe.0 si arátind cu mina unul din 
drumuri d, întreabă: acesta este drumul bun” 
Să admitem că О este mincinos (0 = М) 
1) Drumul d, este cel bun: 
P: Acesta e drumul bun? 
M: Acesta e drumul rău. 
Eu: Ce i-ai spus lui P? 
М: Acesta e drumul bun. 
2) Drumul d, este cel rău. 
P: Acesta e drumul bun? 
M: Acesta e drumul bun, 
Eu: Ce i-ai spus lui P? 
M: Acesta e drumul rău. 
. În ambele ipoteze, ultima afirmaţie a lui M este 
justă. 
118 Dacă omul este sincer, răspunsurile sînt clare. 
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21. Numărul 36 poate fi scris ca produs de trei factori în 

mai multe moduri: 
1)1-1-36 4) 1-2-9 7) 
2) 1-2- 18 5) 1-6-6 
3) 1:3: 12 6) 2-2-9 
sumele celor trei factori sint 


1) 38; 2) 21; 3) 16; 4) 14; 5) 13; 6) 13; 7) 11; 8) 10. 


În cazurile 5 şi © obținem acceaşi sumă. Conchidem 
că numărul etajelor ¿ste 13. De aceea B răspunde si 
acum că nu se poate afla (dacă de exemplu numărul eta- 
jelor ar fi fost 10, B ar îi știut cá e in cazul 8). 

Pină aici В nu poate răspunde decit că virstele sint 
sau 1, 6, 6 sau 2, 2, 9. În momentul in care i se vorbește 
ceva despre „cel mai mare“, ipoteza 1,6, 6 cade si 
wr singura compatibilă cu condiţiile problemei: 

? b Ы 


22. Rezultă că numărul băieţilor b este cu 8 mai mare 
ca al fetelor f. 

Ajungem la o problemá-tip: să aflăm două numere cînd 
cunoaștem suma $1 diferenţa lor. 

In cazul nostru, dacă din 72 persoane scoatem 8 
băieţi, rămin 64 persoane, tot atitea fete citi băieţi. 
Rezultă că sint 32 fete şi 40 băieţi sau iniţial: 34 fete, 
40 băieţi. 


23. Fie A = ai, numărul de pe linia i şi coloana J. 
Să arătăm că el este mai mic decit orice număr b majo- 
rant al unei coloane. Fie b = a}, majorantul coloanei k. 
Avem ai < aš < а. Dacă însă k =j, а! < а}, căci 
b = a], e cel mai mare număr al coloanei у. Deci a! < b, 
oricare ar fi b, în particular A = ai < В. 
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Se poate însă intimpla si să coincidă А = а! (cel 

mai тіс număr al liniei i) си В = ai, са cel mai mar? 

număr al coloanei j si totodată cel mai mic dintre majo- 
rantii coloanelor. Exemple: 


a a 
1)1 2 3 4 21 2 3 1| 
5 6 7 5 5 6 7 5 
4 8 9 4 S A4 9 4 
b:5 8 9 b8 6 9 
А = В А = 0:06 


Notă. Dificultatea este legată numai de limbaj. 


24. Avem AC, = AB. Dacă îndoim aceste segmente, 
CB, peste CA, şi BC, peste BA,, obţinem perimetrul 
triunghiului. Deci unul din ele este semiperimetrul, p. 
Acum BC, = AC, — АВ = p — c. 

Pentru cercul înscris indoim BA, peste ВС,, CA, peste 
C B,. Deci dacă din perimetru scoatem cele două segmente 
din В şi cele două din С, am scos de două ori latura o. 
Aşadar AP, + AC, = 2р —2a; АВ,=р- a. 

Notă. Pentru a înţelege demonstrația si a о gindi 
concentrat, ea trebuie făcută încă o dată, fără a mai folosi 
literele (A, C,, B, ...) care ne-au servit ca să o expunem. 
Pentru sine, cititorul poate spune: ăsta vine peste ăsta etc. 
Actul de a gîndi o demonstraţie nu coincide cu acela de 
a o redacta, de a o comunica spre exterior. Expunerea 
introduce lungimi care dăunează gîndirii concentrate, 
esențială pentru a înţelege si gusta o demonstratie. De 
aceea este esenţial ca cineva să reconstituie o demonstrație 
citită, să o facă a lur. 
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B С, 


25. Deoarece BC, este egal си semiperimetrul, AC, = 
= ry = p — c(fig.20). Analog,r, = p — b.Suma razelor 
este 2 p — b — c = a. 


26. Prima teoremă: orice element al lui F este in L, 
adică F c L. 
A doua: orice element al lui L este in F, adică L c F. 
Ambele teoreme: FcLsiLcF, adică F = L: 
mulțimea punctelor la egală distanță de A și В este 
aceeași cu mulțimea punctelor mediatoarei. 


27. Desenăm două triunghiuri asemenea ABC, și A'B'C', 
astfel ca BC, < БА (fig. 41). Căutăm punctul C pe semi- 
dreapta AC,, astfel ca ВС = BC, (cu compasul; îl putem 
găsi pentru cá BC, < ВА). Triunghiurile ABC, A'B'C' 194 
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^ Ы .. .. 5 " T ^ A, ? 
indeplinesc condițiile din ipoteză А =”, TU T" 
ВС . " m 
c dar nu sint asemenea cáci C = C' (pe figurá, 


C e obtuz, iar C' ascuţit). 
Observație. Propoziția 


(4 == A’; <= == = | > A BC -— A'B'C' 


nu este adevărată. Ce nu e adevărat? Implicatia. Nu-i 
adevárat cá dacá ipoteza e indeplinitá, in mod necesar 
e îndeplinită si concluzia. Unii interpretează astfel: 
„propoziția nu-i adevărată; înseamnă că triunghiurile 
nu sint asemenea“. Interpretare greşită. Triunghiurile 
pot fi asemenea sau pot să nu fie asemenea. Informaţiile 
date de ipoteză nu sint suficiente nici pentru a afirma că 
sînt, nici pentru a afirma că nu sint asemenea. Pentru a 
putea face una din aceste afirmaţii ne mai trebuie o in- 
formaţie în plus, despre cele două triunghiuri. 


29. Construim triunghiul dreptunghic ABC (fig. 42). 
Descriem un arc de cerc cu centrul іп A şi raza ÁB, 
care mai taie dreapta BC în P. Triunghiul ABC are 
elementele k, b, c aceleaşi ca și triunghiul AB,C. 
deci verificind relaţia. Dar ABC nu este dreptunghic. 

Reciproca nu este adevărată în sensul că din relația 


1 1 1 "Me ee | 
—у; = + — nu rezultă în mod necesar că triunghiul 
ha b? c? 

ABC este dreptunghic. 

30. Deoarece oricum am aseza o placă, ea acoperă trei 


culori, dacă s-ar putea pardosi cu plăci întregi, ar trebui 
să existe tot atîtea patrate din fiecare culoare. Însă avem 
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В, В С 


Fig. 42 


— 


23 patrate cu culoarea 2, 23 cu 3 $1 numai 20 cu 1 (pentru 
că s-au scos cele 4 din colţuri). 


32. Deoarece M, este simetricul lui M faţă de BC, 
analog M,, M}, linia mijlocie A'B' în triunghiul ABC 
este şi linie mijlocie în triunghiul MM, А. Rezultà 
ММ, (= 24'B8') = AB si analoagele. Triunghiurile 
ABC si МММ, fund egale, 51 cercurile circumserise 
lor sint egale (fie. 32). 

Notă. Problema se numește „Problema piesei de 5 lei 
a lui Ţiţeica“, deoarece acest ilustru matematician a 
descoperit enunţul desenind nişte cercuri cu o monedă 
de 5 lei — deci cercuri egale. 


33. Considerăm figura 43, în care r, < r, < гу, deci 
Yi > 81, Ë; > 95, Үз > 064 
Din C, coarda АВ, comună cercurilor ABM si ABC, 


а 1 ау 
este văzută sub unghiul ^ + £, deci din О centrul 
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Fig. 43 
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cercului ABC, este văzută sub unghiul <, + В,. Dar 
Yi + үә > + Bu, de unde r, < R. Analog, arătăm cá 
FE Гү, 

Observație. Putem considera problema precedentă 
drept un caz limilă în care in loc de r, < r, « r,, avem 
Га = гә = гу. Dacă oricit ar fi de apropiat r, de r,, avem 
r, < R < гу, la limită, cînd r, = r, $1 R = r, = r} 


34. Dueind B'D // AB, (D, pe CC") se formează triun- 
ghiul /VB'D asemenea cu NBC’. Rezultă 


lac: Гав 
NB'__B'D 3 9 1 
=-= =- = — deci 
NB ВС —- AB | —AB 6 
3 3 


NB 6 BN 


NB + МВ, 1-26 BBE 7 


Raportul ariilor triunghiurilor BNC şi ВВ'С este 
BN 


7 


egal cu raportul înălțimilor din N si B’ egal си 


(din 2 tr. dreptunghice) deci egal cu 6 Însă aria 


7 
BB'C = Ї S. Rezultă aria BVC = 5 1 S= Š S $1 deci 
3 7 3 21 
aria NB'C = Ls Sg 1 5 
3 21 21 

Nu este nevoie să reluăm calculele si nici rationa- 
mentele pentru a afirma că aceleași relaţii se mențin 
pe celelalte laturi. | 

Rezultă că: 1) cele 3 triunghiuri (1), (2), (3).sint echi- 
valente 


(Q-0)2()--$ 
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ааг с AC ID БЕК 
2) ч us E sint echivalente, unul din ele 


fiind — = ыы p. 
21 21 


— 


3) triunghiul din mijloc este echivalent cu (1) + 


+ (2) + (3) (sau cu $ din care scádem — Т S 2 5) 


шег, 
(0) = = Š. 


35. Dacă usm AC ia ЖЕЕ cut (deci k în loc de 


AB BC С.1 К 
3), prin calcule cu totul analoge, obţinem: 


unul din cele 3 tr. are aria ———— $ 

k(k? — k + 1) 

k— 1 

unul din cele 3 patrulatere — = 

k (A? —— k + 1) 

— 9532 

triunghiul din mijloc КЕ а E 

д — k + 1 


Exemple: obtinem rapoartele: 


pentru k = 3, , — (regăsim) 
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(căci triunghiul din mijloc dispare, iar patrulaterele devin 
triunghiuri). 


k = Á > H 2 [= =) 


52 52 13 52 

&5 
езу. EE. 19 9 [- 5 
105 105 21 52 

ў 1 5 

2 95 95 19 95 


pentru + = - 0g = =, gc A » inegalitate imposibilă 
1 1 4 
entru r, — —5 r, >—v Tg > —. 
p 1 para c Жел 


Notă. Aceasta este soluţia cea mai simplă la problema 
propusă. Raționamentul făcut cu folosirea figurii 22 ar 
rămine totuşi util pentru o problemă mai complexă: 
ce sisteme de valori pot lua numerele гу, r;, r,. 


37. Pentru calculul volumelor luăm ca bază fata AC,D, 
51 ca virfuri В, si В (fig. 44). Deoarece raportul inálti- 
milor din В, 51 B este egal cu AB,/AB, rezultă cá si 
raportul volumelor celor două tetraedre AB,C,D, și 
ABC,D, va fi tot AB,/AB. Volumul tetraedrului este о 
mărime proporțională cu muchia AB,, deci cu fiecare 
din muchiile AB,, AC,, AD,. Acum aplicăm regula de З 
compusă 

AB AC AD... 4 

АВ, AC, АРр,... =, 
V, _ АВ, AC, АР, 
ү AB AC AD 
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Fig 44 


38. Fie M, M, Mz, M,, Му, M, puncte ре muchiile 
AD, AC, AD, BC, BD, CD ale tetraedrului ABCD si fie 


AM, _ AM, _ | AM, BM. BM, 
ponto a ac zd = наев my e , 
АВ АС AD BC BD 

A 
Е e. Avem О < zx; < 1. 
D 


128 
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Din problema 37 rezultà 


SEE WE . == UE. == 
L Si c Maa da, X аса Lat (1 — 21); 


Га == D == 16 (1—25)(1—24); "== = (1— 23) (1— 25) (1—25) 


Deci: 


түзү = xQ(4 — x,) Za (l — x,) zxQ(4 — Za) w (1 — 24) 
1 1 14 1 1 
у м, E d MP riri 


Nu se poate ca toate numerele r,, Ta, T3, г, să fie mai mari 


1 
ca —- 
8 


39. Unghiul Ë (fig. 45), format de cele două tangente din 
ч л N — 
В, este 2ABP, iar C = 2ACP. Vedem decică ABP + 


ч А ^ч 
+ ACP = 90°. In acest caz, PPC = 360 — (180 — A) — 
— (АВР + ACP) = 90 + A. Construim pe BC arcul 
capabil de unghiul 90 + A. 


40. a. Construim cercul de centru A” si rază hy. Ducem 
din A tangenta la acest cerc, care va fi dreapta AC. 

b. Segmentul AA” (v. soluţia precedentă) este văzut 
din С sub unghiul 180° — A. 


41. Folosim figura 46. În triunghiul BOM unghiurile 
sint: 


PN 


В = 90 — ‚бү=®+х; Ñ = 90 – = 
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Fig. 45 


/ 
А Е ; 4 E | 
g. 46 
p --——————  ——————Án€—QMA———TÀ ÀÓ— 
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in CON: 


= 90—2;0,=5 +0; Ñ = 90 — y 
Însă făcînd suma unghiurilor din O, 


A + 2x + 2y = 180°; z+ у = 90 – 4 
. A 
ceea ce se СИЕ РЕНИ 
adică Ô, = № (sau < + у = 90 — z, adică д, = М) 


Cele două triunghiuri au unghiurile respectiv egale 
(M din primul egal cu CON din al doilea). 

Proportionalitatea laturilor (cu atenţie la ce unghiuri 
se opun): ОВ/С = BM|OC, deci BM- CN = OB- OC 


42. Avem Al: АО = AC? (teorema catetei) = AE- AF 
(puterea punctului). Din AI: AO = AE: AF rezultă 
că I, O, E, F sint pe un cerc (reciproca teoremei de la 


N N TR N 
puterea punctului). Rezultă EIA = EFO; OIF = FEO. 
: N N 

Insă EFO = FEO (tr. OEF este isoscel). 

43. Triunghiurile AMD, AMC au un unghi comun, M. 


Avem АМ? = MB? = MD: MC (puterea punctului), 


ceea се se scrie şi ыб 14 Unghiul M este cuprins 
MC АМ 


între laturi proporţionale, deci triunghiurile sînt ase- 


rN 
menea. La MD se opune MAD; la omoloaga ei în triun- 
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— ~N N 
ghiul mare, AM se opune ACM. Deci MAD = ACD. 
Dreptele CE şi AB sînt paralele. 

Notă. Criteriul doi de asemănare se intilneste in 
probleme mult mai rar decit criteriul unu. Sintem mai 
puţin obişnuiţi cu el. Aceasta ar fi poate o explicaţie 
pentru faptul cá problema — trecută in biletele de 
examen de admitere la Politehnică mai mulţi ani — deși 
relativ simplă, nu a fost rezolvată de candidaţii care 
au avut... nenorocul să o tragă. 


N — AN 
44. a) ANM = 45°; ММВ = 45°, deci ANB = 90°; 
N AN ч 
dar şi BNE = 90° (analog). Din BNA = BNE rezultă 
că N, E, A sint colineare. Dar şi CNA = 90°. Din BNA = 
^ 
= 90? $ СМА = 90? rezultă В, N, C colineare. 


N 
b) Din BNA = 90° rezultă că locul lui № este cercul 
de diametru AB. Dreapta NM fiind bisectoarea unghiu- 


lui BNA taie acest cerc la mijlocul arcului AB, care se 
află si pe mediatoarea lui AB la distanță de AB egală cu 


= AB, deci este fix. 
2 


45. Poziția de minim m este la intersecția dreptei FF” 
cu d; suma minimă este segmentul FF”. Cind M se 
depărtează de m într-o parte sau cealaltă pe d, suma crește. 


46. а) Fie F” simetricul lui F’ față de d sim (FF" x d) 
(fig. 36). Dacă FF” < 2a, există două poziții ale lui M 
pe dreaptă pentru care MF + MF” = 2a (căci dacă M 
se deplasează pe d, într-o direcție 51 în cealaltă, suma 
crește de la valcarea FF” la со). Dacă FF” > 2a, dreapta 
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d nu taie elipsa. Dacá FF" — 2a, dreapta si elipsa au 
comun numal punctul m, dreapta d este tangenta in m 
la elipsă. 
b) Rezultă din a) cazul З. 
47. Din triunghiurile dreptunghice formate (fig. 37) 
(b + c)? = (d, + d? + (d; + dj? 
а? = (4, — d + (4 + di) 
Prin scădere, 
4 d d, = (b + с)? — а? 
Observație. Avem $1 
(c — BP = (4, — 4,)% + (d2 — di} 
Scăzind din а? 
a? — (c — b)? = 4d, d; 


deci produsul distanțelor la bisectoarea interioară se 
exprimă în funcţie de latura corespunzătoare $1 diferența 
celorlalte două. 


48. Deoarece tangenta in M la elipsă este bisectoarea 
~N 
exterioară a unghiului F'MF, obținem 


Produsul distanțelor de la focarele elipsei la o tan- 
gentă variabilă la elipsă este constant. ` 


49. Din egalitatea triunghiurilor menționate rezultă 
ч 
A'0, = A'O, si O,4'0, = А + [180 — (90 + 4)] — in 
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PR PCI PNR IRI SIE ENA > SOLUTIA 
paranteza dreaptă avem cele două unghiuri egale cu un- 
ghiurile ascuțite ale unuia din triunghiurile considerate. 
— 
Deci О„А'О, = 90°. 
Triunghiul А'О,О„ este deci dreptunghic și isoscel. 
Observaţie. Cînd A este obtuz, figura e puţin schim- 
bată, unghiul din B’ (si din C") va fi 270? — A; în rest, 
demonstraţia rămîne aceeaşi. 


50. Deoarece triunghiurile B'0,0, si B'O40, (fig. 47) sint 
dreptunghice, isoscele, o rotaţie de centru B' şi unghi 
90° suprapune triunghiul B'0.0, peste B'0,0;. 

51. Obtinem 


0,03 = © 3 cos (60 + C) 
Schimbind pe 5 cu c, 
0,0$ = Z 5. — 2 S eos (60 + B) 


Deci trebuie sá arátám cá 
b? — 2ab cos(60 + C) = c? — 2accos(60 + В) 


Înlocuim pe a prin 2R sin A, analog pe b si c, pentru 
a avea o relaţie numai între unghiuri. 
Relaţia de demonstrat devine 


sin? D — sin? C = 2sin A sin В cos(60 + C) — 
— 2sin A sin C cos (60 + B) 


Dezvoltind pe cos (60 + C) s1 cos (60 + B) se reduc 
doi termeni si obtinem 


sin?B — sin?C = sinA sinB cosC — sinÁ sinC cosB 
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Membrul I poate fi scris sin (B + C) sin (B — C) 
iar al doilea, sin A sin (B — C). Însă sin A = sin (B + 
+ C). 


52. Fie A’ simetricul lui A față de O,0,. Avem О„А = 
= О„А'; insă 0,4 = O,C, deci О„А' = OC. Оппа 
O, cu Á' se formează in O, patru unghiuri: primele două 
(de sus pe fig. 28) egale, a şi «, al treilea 60 — а, al pa- 
trulea 120 — х — 60 = 60 — a. Deci şi ultimele două 
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sînt egale 51 O,0' este bisectoare în triunghiul isoscel 
A'O.C. Altfel spus: simetricul lui A’ faţă de O'O, este С. 
Analog — fără a mai fi nevoie să refacem demonstraţia — 
simetricul lui A” față de O'O, este B. 

[N | 

Rezultă O'B (= О'А') = О'С şi ВО'С = 120°. Deci 

O' este pe mediatoarea lui BC, segmentul BC este văzut 

din O' sub unghiul de 120° şi, O' fiind exterior, rezultă 
cá 0'=0,. 


53. În triunghiul АОВ, avem ОА = R cos «, ОВ = 


N 
= R cos B, АОВ = 60° +g + B = 150? — y (pentru că 
a + B + ү = 90°). Aplicăm teorema cosinusului (renun- 
tám la factorul R care va apare la toate laturile — sau 
presupunem A = 1, ceea ce nu schimbă problema). 


A.B? = cos? + соѕ?В + 2 cosa cosB cos (30 + y) 

AC? = cos?2a + cos?y + 2 cosa cosy cos (30 + B) 
Rámine să arătăm că 

cos?B — cos?y = cosa (cosB siny — cosy sinQ) 


Înlocuim cos х prin sin (В + ү) şi facem calculele. 
Observație. Putem să ne limităm la latura AB, чаг 
să-i transformám expresia, astfel incit să obţinem o 
expresie simetrică in <, B, y. 
Obtinem: 
AB? — cos? х + cos?B + cos^y — 1 + sin?q + 
+ |/3 cos a cos B cos ү — cos х cos B sin Y 
Însă 
sin*« — cos а cos В siny = sin ү [cos (x + B) — 
cos « cos B] = — sin w sin B sin Y 
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Solutie geometrică. Considerăm triunghiul А,В,С, 
format de mijloacele coardelor care subintind cite 60°. 


N Z^ ‚ 

Avem (fig. 12) ABC: = ВАа (alterne interne) = 
= ar, cr, a = 30° (căci arcul cuprins este 60°). Analog, 
AC,B, = 30°. Înseamnă cá A este centrul triunghiului 


echilateral construit pe latura B,C,. Putem acum aplica 
problema 52. 


54. Notăm r numărul complex de modul 1 și argument 
60°. Figura 12. 
Cele 6 puncte de pe cerc au afixele: 


a, ar, b, br, с, cr 


(căci ar are modulul lui a și argumentul mai mare cu 60° 
ca al lui a). 


Punctele A, B, C au afixele: 
Z later), = (b+ar), + (+ bn 
— — — 
Vectorul AB (= OB — OA) аге afixul 
1 . Vr. 
= [b + ar — (a + er)], iar AC, = [c + br — (a + cr)] 


ABC este echilateral; e o conditie echivalentá cu 
==» — N 
| AC |= | AB | si BAC = 60°. 
Problema se reduce la a verifica relația 
(b + ar —a — cr) r=c+br—a—cr 
care se scrie 
(a — с) (r? + 1) = (a — e)r; т? = r — 1, 
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relație ce se verifică imediat fie prin calcul, fie geometric, 
reprezentind vectorul r? de modul tot 1 si de argument 
2- 60° = 120°. 


Notă. Soluția poate fi transcrisă într-un limbaj pur 
vectorial — fără cunoaşterea numerelor complexe — dacă 
citim ar sub forma: vectorul a rotit (în sens direct) cu 
60° şi dacă ținem seama că rotind fiecare termen al unei 
sume de vectori cu acelaşi unghi 81 suma se roteşte la fel. 


55. Cu AC punctat, aceeaşi figură, reprezintă o prismă 
cu baza АВС, tăiată de un plan A'B'C'. Intersecţia între 
planele A'B'C' și ABC este o dreaptă, A. Dreptele BC 
și B'C' — situate pe o faţă a prismei — se taie într-un 
punct х. Punctul х aparține şi planului ABC și planului 
A'B'C', deci intersecţiei lor, A. Idem punctele B, ү 
Cele trei puncte x, B, ү sînt pe dreapta A. 

Observaţie. E posibil са A'B'C' |] ABC, în care caz 
punctele «, б, y sint la infinit. 

Notă. În general, problemele de geometrie în spaţiu 
le rezolvăm desfácindu-le în mai multe probleme de geo- 
metrie plană. Aici, o problemă de geometrie plană o 
demonstrăm folosind teoreme de geometrie în spaţiu. 

Ideea era ascunsă tocmai pentru cá nu ne aşteptam 
la o astfel de inversare a obisnuitului: problemă de geome- 
trie plană — metoda: o configuraţie din spaţiu ! 

Interesant e și faptul că în interpretarea spaţială folo- 
sim numai teoreme legate de relația de incidenţă (inter- 
secție de plane, punct situat pe o dreaptă, dreaptă con- 
ținută în plan etc.), pe cind in prima metodă foloseam 
şi rapoarte de segmente. 


56. 1) Punctám AC şi А'С (fig. 14). Acelaşi desen va 
reprezenta o piramidă SA BC, tăială de planul A'B'C'. 
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Fie A intersecția planelor ABC si A'B'C'. Punctele 
о, B, y aparțin dreptei A. 

Prin teorema lui Menelau, soluţia e mai lungă decit 
în problema precedentă: 

Din triunghiul SBC tăiat de transversala х BC), 


ab СС B'S 


А == 1. Analog: 
С C'S D'BD i Š 
ВС AA C. = + 1 
B.l AS C'C 
ПЕСО Е] 
YP В'5 A'A 
Inmultind, 
«B BC vA _ |, 
«C BA YB i 


57. Dreapta M,M, taie dreapta 0,0, in C’ si din triun- 
ghiurile dreptunghice C'O,M,, C'O,M, rezultă O: = 


2 


= —.,deciC' == С. Punctele А, В, C se află pe dreapta 
d, de intersecţie a planelor M M, M, şi 0,0203. 


58. Din z + y = 6, ху = 7 rezultă z = 3 + ]/2, y = 
= 3 — |/ 2. Calculăm ре 2°; obtinem 843 + 589 ]/ 2. 


Deci /843 + 589 |72 = ер 72 (lar al doilea radi- 
cal este 3 — |/ 2). 


60. În cazul general, fracțiile considerate sint 


т — 2 m — 4 m — 6 m — 2h 


Eo ` As 


2 А 6" 2h 
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Dacă 2% = 2%-1, ij impar, m — 2h = 2° (2"-* — i); 
numărul din paranteză este impar. 


61. Jes, i Dee k = 25. A a = 2n-b 
În particular, pentru k = 2%1, а = 2. În şirul 
Ch к= Ээ, 2891). 
пита1 termenul din mijloc (cu valoarea сеа mai mare) 
este multiplu de 2 fără a fi de 4. 


63. (2k + 1) (2% + 3) ... [22 + (2 — 3)]: [2% + (2^ — 
— 1)]— 1-3... (2k — 1) 

(2*-1 factori). Produsele impare se reduc. Grupăm cite 2. 
(221 + M 8 — 1) (221 M 8 — 1)... (221 + M 8 — 1) 


2*? factori si căutăm cu ce se inmulteste 2?**!,. Luăm 
factorul 2?**! din o paranteză şi factorii (M 8 — 1) (M 
8 — 1)... (M 8 — 1) din celelalte 2*? — 1 paranteze; 
acestea fiind în număr impar, obținem M 8 — 1. Deci 
2281 (M 8 — 1) de 2*? ori, aşadar 23%! · t. 

În problemă, k = п — 1. Răspuns final: a = 
3 (n — 1). 


64. Fie n = 2", а, = 2^*n3. Obtinem: 

EIE nem 4- Dn: Р 2n*rmtl + On+1 + дш. 
а к= 9п+т+2 + 9п+2 -- 9п+2 + Dn+2 — 9n+m+2 + 3. Puls 
c On+m+3 + 3.2n*3 + On+3 — 9n+m+3 + 4 . 9n+3 

ceea ce ne sugerează: 
ал43 — 9n+m+i-1 5 1 • On+i-l 


formulă ce se demonstrează imediat prin inducţie asupra 
lui т. 
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Să cercetăm acum dacă а„ este putere а lui 2. 
|n Darie (2m i i) 


Oni 


Este necesar $1 suficient ca 2™ + ¿sà fie puterea 1012, 


deci i = 2”. Se poate lua ṣi i — 3- 2", 7. 2"... (2k 1 — 1). 
2%, însă — prin metoda adoptată de noi, e suficient 
să arătăm cá pentru i = 2" avem o putere а 1012 și pen- 
tru i < 2", nu. Pentru i = 2", obţinem az, = a?"*", 

Am dovedit că dacă pentru n = 2", avem a, = 2"*"n7! 
atunci şi pentru л = 2"*! avem aceeași relație și cá 
pentru valori ale lui z cuprinse între 2" şi 2"""1, a, nu 


este putere a lui 2. c.c.t.d. 
5 2n — 1 


05. pi 5. 0. cor > 
2 ^ 6 2n 


Márind cu 1 51 numárátorul $1 numitorul la fiecare 
fractie din Е, 


Interpretare. lim Е = 0. 


n— 0 
Р L 
Generalizare. —0— Pat, 
а + r a+ 3r a+ 5" 
a + nr . 1 
a + (2n + 1)r V a + (Zn + 3)r 
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65. E = (n + 1)k — ih = n^ [Ë ES J = 1] 
n 


h | ! 
Însă ( + ] < 1 + ES (căci funcția a”, cu a > 1 este 
n n 


crescătoare). Rezultă E < nk. 1, E< = 
z а 


Deoarece 1 — k > 0, йт E = 0. 


п, 


67. Ко) = 1 + Vm; IHE |+» 
Este necesar ca 1+ m = 2+ т+зүт= 


s= Jm 27 (Ит — 2) = 0; m = 0 sau m = 4. 
Dacă f(x) = constant, atunci m — 0 san m = 4. 
Катіле să verificăm dacă, în adevăr, pentru aceste 


valori, f(x) = const. 
1) m = 0, f(x) = cos? x + sin? x — 1. 


2) m = 4. f(x) = |/ costa + 4 (1 — cos?x) + 


V упат + 4 (1 — sin?z) = 2 — cos?z + 2 — sin?z = 3. 


2 
1 — sin Я 
[pon 


1 — sin - 
4 
cos? — 
2 
Problema devine: 

Intr-un triunghi oarecare 
1 — sin 4 1 — sin — 
XQ — =! 

A P 


cos — соз — 
2 
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. A, B 
Tinem seama cá is = ta = 
> > ә 9 бә) 9 


Identitatea revine la: 
C СГ. A . B 
cos — — cos — |sin — + sin — | = 0 
у; cos — DD cos Ç [sin o + sin Z) 
A doua sumă este 
[jin + sin 3 COS = + [sin = + sin ^j COS = + (sin е + 
: 2 2 


— C + A 


+ sin 


B 
+ sin 5) — = sin 
2 2 


C |. sin 


== cos СН eos L ee. 
2 2 2 


69. Stim cá x? + pz + q = (x — xj) (x — xj) 

Sá cáutám rádácinile trinomului 

cos?a — 2 cos b cos c cos a — (1 — cos?b — cos?c) = 0 
cos a = cos b cos c + |/cos?b coste + 1 — cos*o — cos?c 
Sub radical avem (1 — cos?b) (1 — cos?c) = sin?b sin?c 
Deci 


cos а = cos b cos c + sin b sin c = cos (b + c) 


E = — [cos a — cos (b + c)]: [cos a — cos (b —c)] 


SIR —— SIR, ——————— 


Е z 22 7 = : d pim 
Е = 4 sit ti te a a 2 =. с 
> ç R 
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70. După ce reducem pe z la puterea cea mai mare, pre- 
cum $1, în cazul m impar, termenii liberi, termenii rămaşi 
pot fi grupaţi astfel: 
A, ===: Co qnt) (m—3k--1) — Co a qm(m—2k-41) ds 
+ Ск y(m+1) (m—2k) 


Ар = CL д\т+1) (m—8k) [s Icd О И ыл a, ') 
2k 2k 
n 
Vom avea 7 = >` Ap, unde n =: (m, impar) sau 
k=1 


m 
— (т, par). 
2 
Urmează sà impàrtim polinomul Q din paranteză cu 


(x — 1)? şi să arătăm că obţinem la cît numai coeficienţi 
m+ 1 


pozitivi. Notăm = a · Avem 


О(х) = a" —1— a (%®—1) 
Q(#) == (x = 1) (17 F ymi T sx eod egal sp 
+ 2282 .L ... + 1) = (x — 1) C(x) 
C(x) = x" j+ 0" p 0. 4 ek p (1 — ajet L ... + 
+(1—a)x+ 1 —a 


Dacă impártim pe C(z) la x — 1, obţinem, după 
schema lui Horner, următorii coeficienţi la cit: 


1, 2, 3,..., m — 2k + 4, m —2k --14-1—a, m — 
— 2k --1-2-2(1—a),..,m—2k + 1 + 
+ (2k — 1) (1 — a) 
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adică 


е о зн ОЦЕ Д АД АА 
2k 2k 


aceștia sint toti pozitivi. 

Dacă fiecare A, este (x — 1)? înmulțit cu un polinom 
cu termeni pozitivi, şi suma lor, adică y, va fi la fel. 
Deci у > 0 pentru orice x pozitiv, afară de x = 1, unde 


у = 0. 


71. Fractia este descrescătoare, căci dacă x > a; 


x — aj 
și z creşte, fractia e pozitivă cu numitor crescător, iar 
dacă x <a; şi x creşte, fractia este negativă dar are 
valoare absolută din ce in ce mai mare, pe măsură ce x 
se apropie de а;. Avem lim _ bi — + oo, + dacă z > 
z—a; £ — aj 


bi 


> a,, — dacă z < а;; aceasta inseamnă că poate 


x — aj 
fi făcut oricit de mare, dacă luăm pe x suficient de 
aproape de aj. 

Dacă fiecare termen al sumei descreşte, si suma des- 
creşte. Avem lim f(x,) = + со, după cum ç >a, sau 


1-а; 
Z < a, căci toti termenii си numitori diferiți de 
х — а; au în punctul а; valori finite. 
Aşadar, graficul funcţiei у = f(x) în intervalul (aj, 
4,,,1) este de forma din figura 48 b, iar în ansamblu, cel 
din figura 46. 
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73. Dacă y = а“ cu а = [ + ы M n un numàr dat, 
n 


pentru + = x obținem ах = 1 + x 
n n 

1- j fiind pe dreapta y = x + 1. 

n 


‚ acest punct (5. 
п. 


Tinind seama de concavitatea curbei у = ах (y creşte 
din ce in ce mai repede), rezultă că atunci cînd л creşte, 


а = [1 | creşte 51 punctele de intersecţie cu dreapta 
i 
d, (0, 1) și (5, 1 + 3 se apropie; cind n — oo, aceste 
n n 


puncte tind să se confunde. Deci pentru m — co, йт 


Fig. 48b 
146 
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On |-4 


Fig. 48 
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n 
(1 + 1 |" еѕье un număr а, astfel că dreapta d е tan- 
n 
gentá la y = a* (aceastá valoare a lui a se noteazá е). 


7 
Dacă y = а" cua = [1 jj P pentru z = — 
n — 


obtinem 7 =Í " | = — {ы л, Punctul | — 


n—1 n n n 


1 — j este pe dreapta y = x + 1. Сіпа n crește, acest 
n 


punct se apropie de (0, 1), deci a descreste şi tinde 
tot la e. 


74. 1) Unind O cu punctele M ale dreptei d, toate dreptele 
proiectante OM vor fi în planul (О, d), deci punctele М” 
vor fi la intersecţia d a planului (0, d) cu planul 7. 
Excepţie: cind planul (О, d) este paralel cu T, d' este 
„dreapta de la infinit“ a planului 7. 

2) Ducem prin О un plan Р paralel cu 7. Dacă drep- 
tele d, si d, se întilnesc in M si M nu e în planul Р, 
proiecţiile dreptelor, d;, d; se intilnesc in M’, proiecția 
lui M. Dacă M este în planul P, dar nu în О, M' este 
la infinit şi di, d» sînt paralele. 

Dacă d,, d, sînt paralele fără a fi paralele cu 7, punc- 
tul lor de la infinit (OM J| d.) se proiectează la distanță 
finită; proiectule di, dj sint concurente (de aceea două 
drepte în realitate paralele — de pildă șinele unei căi 
ferate, trotoarele unei străzi — араг în desen ca drepte 
neparalele). Dacă 4, // da [| T, şi proiecţiile d'i, 4'„ sint 
paralele. 


75. Două fete opuse se taie după dreapta SE. Planul care 
le taie după două drepte paralele trebuie să fie paralel 
cu SE (fig. 49). Pentru ca secţiunea să fie paralelogram, 


colecţia cristal € colecţia cristal Ф colecţia cristal 


SOLUTIA 


planul de secțiune trebuie să fie paralel şi cu SF, deci 
paralel cu planul ESF. 

Notă. Problema poate fi interpretată astfel: fiind dat 
un centru de proiecţie S, să se afle un plan pe care un 
patrulater dat ABC D să se proiecteze din Š după un pa- 
ralelogram. Conform problemei precedente, cele două 
puncte în care se întilnesc laturile opuse ale patrulateru- 
lui trebuie să fie în planul dus prin 55 paralel cu planul 
de proiecţie. 


76. Pentru n par, 2 cite 2 vectori sint opuși, deci suma e 
zero. Fie n, impar. Să admitem că suma vectorilor OA 
ar fi un vector OS diferit de О (fig. 50). Rotind tot sis- 


NE | „9л _. | 
temul în jurul lui О cu unghiul —, si suma se va roti 
n 


de acelaşi unghi. Însă, prin această rotaţie sistemul 
de vectori se suprapune pe el însuși. Am obţine pentru 
ac=iaşi vectori două sume, OS şi OS’. Rezultă cá OS = О. 

Dacă cercul are raza 1 și proiectăm vectorii pe axa 
OA, obţinem: 


| — cos воа cos (n — 1) 27 — 0 
n n n 

Dacă proiecția o facem pe o axă cu care ОА, face unghiul 
a, in loc de | punem cos z şi fiecare din argumentele 
următoare creşte cu «. 

Dacă n este impar, 2 cite 2 vectori sint simetrici față 
de ОА, deci au proiecții egale. De pildă, їп cazul septa- 
gonului, obtinem: 


` 


2x 4 
1 4- 2 cos: 4- 2 cos + 2 cos >” = 0 
7 


77. Fie Q diametral opus lui P (fig. 50). Aplicăm teorema 
catetei in triunghiul PA, Q, dar proiecția catetei pe ipo- 
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Fig. 49 


— тт —— U U... u. ——— 
— — 


— MÀ —ÓM—— —— 


colecţia eristal $ colecţia eristal $ colecţia cristal 


SOLUTIA 


tenuză o exprimăm cu ajutorul proiecției vectorului ОА, 
pe аха ОР. 


РАТ = 2R. (R — pr- OA,), unde proiecția OA, se 

la cu plus sau minus, dupá cum e sensul ei pe axa OP. 
Obtinem У? PA? = n: 2R? — 2R (> pr- ОА) 
Paranteza este nulă. 


78. Da, dacă їп loc de poligon regulat considerăm un 
poliedru regulat, iar punctul P pe sfera circumscrisă 
lui. Nu există însă decit 5 poliedre regulate: tetraedrul 
(cu patru fete, patru virfuri); cubul (cu 6 fete, opt vir- 
furi) $1 octaedrul (ce se obtine luind ca virfuri centrele 
fetelor cubului — deci cu 6 virfuri si opt fete), dodecae- 


12-5 


drul (cu 12 fete pentagonale, deci cu — 20 virfuri) 


şi icosaedrul (ce se obţine luind ca virfuri centrele 
fetelor dodecaedrului — deci cu 12 virfuri si 20 de fete). 

(La dodecaedru, desi numărul virfurilor este par, nu 
avem 2 vectori opuși). 


Pentru problema din enunt, putem lua mai multe 
poliedre regulate înscrise in aceeaşi sferă. 


— 


că п = Е Fie С ш lui А hd CA, 4 + CA, ао 
МА, + + MA, = MC. hezultà MA, + МА, + MÁ,— 
= De MC + | MA, Pentru ca această sumă să fie 0 


° . . .. 26 . — - 
este necesar și suficient ca vectorii 2 MC şi MA, să fie 
opuşi; adică M să fie pe segmentul A.C Ја 2/3 din el de 
А» Ë = de C|. Deci pentru n = 3, G este punctul de 


intersecție al medianelor triunghiului A,A, A,. 
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Admitem propoziţia pentru n. Fie CA, + ... + CA, = 
— — — — 

—0, MA, + ... + MA, =n MC. Rezultă МА, + 

— — — — 

+... + МА, + MA, = nMC + MA 


„1. Ca această su- 


— 
mă să fie 0, este necesar şi suficient ca vectorii n MC $1 
— 

MAn să fie opuşi, adică M să fie pe segmentul А, у C si 


MC să fie —1 — din el. 
+ 1 


n 


— — — — 
80. Suma GA + GB + GC + GD =Q poate fi scrisă 
in patru moduri de forma СА (GB + GC -L GD) 81 
: — — — — 

în șase moduri de forma (GA + GB) + (GC + GD). 

Consecințe. Suma GB + GC + GD poate fi scrisă 
3 GG', unde G' este intersecția medianelor triunghiului 

— — — 

BCD. Suma GA + GB poate fi scrisă 2 GG, , unde G, 
este mijlocul lui AB. 

Avem СА + З GG' = 0, ceea ce arată că G este pe 


segmentul ce uneste А cu G' (la , din el de С). El este 


şi pe celelalte 3 segmente analoge. Avem GG, + GG, — 
(G,, mijlocul lui CD). G este la mijlocul segmentului 
G G,. 

Obtinem teorema: dreptele care unesc virfurile tetrae- 
drului cu centrele de greutate ale fetelor opuse și dreptele 
care unesc mijloacele muchiilor opuse sint 7 drepte con- 
curente. 


colecția cristal € colecţia cristal % colecţia cristal 


SOLUTIA 


— — — — — m == 
81. + PC —2 PO; РВ + РС = (РМ + Mb) + 
— — — — Ж 
+ (PN + NC NC) = = MB + NC (căci PM + PN = 0). in- 


să vectorii MB ȘI NC fiind egali, suma lor este pe bisec- 
toarea АЁ а unghiului lor. Deci PO // AE. 


— — —- — — , 
82. Avem ВС = BA + AC = AC — AB. Inmultim sca- 
— 
lar cu ВС. 


—  — — — — 
BC. BC = (ВА + AC) (ВА + AC) 
—» —> 
însă BC. BC = ВС? = a° 
— — 
а? = b? + с? + 2ВА · АС; а? = b? + c? — 2 be 
cos А 


(dacă BA | АС, а? = ° + c?). 


88. Fie A,0B, proiecția unghiului АОВ pe planui О 
(fig. 51) 


Avem 
— — — 
ОА = OA, + А,А 
— — — 
В = OB, + B,B 
deci 
-> — — — 
OA-OB = ОА, : ОВ, + A,A- B.B (r) 
(1) (2) (3) 
(саса OA,- B,B este nul, В,В fund | pe ОА,; analog 
— > 
OB,- A,A). 153 
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Relaţia (r) contine 3 termeni. Dacă doi sint nuli, si 

al treilea e nul. 
: í í. 

(1) = O exprimă cà АОВ = 90°; (2) = 0 că A,0B, = 
— 
(3) = 0 exprimă cá sau А,А = 0 sau В,В = 0, deci cà 
o latură a unghiului AOB este paralelă cu planul P 
(cuprinsă in planul О). Obtinem trei teoreme: 

(1) = 0, (3) = 0 -= (2) = 0 (Dacă un unghi este 
drept și are o latură paralelă cu planul P, proiecția 
lui pe Р este unghi drept). 
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(2) = 0, (3) = 0 — (1) = 0 (Dacă un unghi are o 
latură paralelă cu planul P şi se proiectează pe acest 
plan după un unghi drept, este şi el drept). 

(1) = 0, (2) = 0 -= (3) = 0 (Dacă un unghi este 
drept şi se proiectează pe planul P tot după un unchi 
drept, el are o latură paralelă cu P). 

Dacă una din teoreme o considerăm directă, celelalte 
două sint reciprocele ei. 


84. MA (MC — MB) + MB (MA — MC) + MC 
(MB — MA) — O. 

Relaţia este adevărată oricare ar fi punctul M. Fie 
M punctul de intersecţie al înălț:milor AA’ şi BB’. 
" — — — — Н 
In acest caz, MA: ВС = 0, MB- СА. Din relaţie rezultă 


— — 
MC- AD =Q ceea ce arată că MC | AB. 


„ TP — . т> — 
85. Din MA- BC —0 şi МВ. CA = 0 rezultă — folo- 


= = = EN 
sind relația din pr. 84 — MC- СА = 0. 

Se poate da şi o soluţie fără vectori. Fie МН | ABC 
(H în planul ABC). Din BC | MA s BC | MH 
rezultă BC | AH; analog CA | BH, deci H este orto- 
centrul triunghiului ABC. Din CH | AB, AB | МИ 
rezultă АВ | MC. 


86. Considerăm vectorii v, de mărime 1 și astfel că un- 
š AES 1 š 
ghiul de la Ох la v, este a,; analog, 2, de mărime = și 
unghi а» etc. 
Suma Vi +V +... v, este un ы: nenul. al adevăr, 


2, + о, le cuprins între 1 — = si 1 + — - (fig. 92). 


colecţia, cristal 9 colecția cristal 9 colecţia cristal 


156 


SOLUTIA 


XY Fig. 53 


| > > -> . r 1 1 : 
| 0 + VQ + 0з | este cuprins între 1 — T si Í -+ 
1 1 -> >, > i . A 
+ T + 2: etc. | 7, + % +... + v4, | este cuprins între 
CRT EIE S E о ETE Е e zi 
9 on-l 9n-1 9 9n-1 
1 


Fie А mărimea si B unghiul vectorului sumă. f(x) 


-— 
este suma proiectiilor vectorilor v; pe o axă Ох’ care face 
cu Ox unghiul — z, deci $1 proiecția sumei ре Ox’ (fig. 53). 
Insă proiecția unui vector pe o axă Ox’ de unghi — x 
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este egală cu proiecția aceluiaşi vector rotit cu unghiul + 
+ х, pe axa Ох. Rezultă cá: 


f(x) = A cos (B + x) 
Din cos (В + z,) = 0 rezultă В + x, = (2 k + 1) = 


analog В + х, = (2 h + 1) 2 deci z, — z, = (k — 


— h)r = пт. 


87. Dacă două numere pozitive a, b variază asa fel incit 
suma lor k rămine aceeaşi, atunci cînd numerele se 
apropie unul de altul, produsul lor creşte (cînd se depăr- 
tează, produsul scade). 


În adevăr, fie а = =. х 51 deci b = + z (suma 


а + b este k). Avem ab = T— x?. Cind z descreste, pro- 


dusul creste. Produsul ab ia cea mai mare valoare cind 
л cai k 
x = 0, deci cînd a = Uses 
Să considerăm acum n numere cu sumă constantă. Sá 


luăm întîi ca exemplu 
6 + 10 + 15 +18 + 21 = 70 


Transformăm numerele astfel ca ele să devină egale 
cu media lor, 14, lucrind pe rînd la cite o pereche de 
numere așa fel ca pe unul să-l mărim,pe celălalt să-l 
micșorăm cu aceeaşi cantitate. De pildă, aşa: 


6 + 10 + 15 + 18 + 21 — 13 + 10 + 15 + 18 -+ 
4-44 — 14 4- 10 4 15 + 17 4 14 = 14 + 13 4- 15 4- 
+ 14 + 14 = 14 + 14 + 14 +- 14 4- 14. 
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La fiecare schimbare, obţinem produsul numerelor 
mai mare (13 · 14 > 6-21; 14-17 > 13-18 etc.). Avem 
deci 6-10-15-18- 21 < 13- 10: 15 - 18- 14 < ... < 145 
sau y 6- 10-18-18.21 c 8318 rmt 

Putem uşor extinde procedeul la cazul general. Ob- 
ținem: dacă n numere 4&4, ...,4„nu sint toate egale între 
ele, media lor geometrică este mai mică (strict) ca media 
lor aritmetică. Aceste medii sînt egale numa: în cazul 
cînd numerele sînt egale între ele. 

Această propoziţie fiind importantă și mult folosită 
în aplicaţii sau exerciţii, să reflectăm asupra ei pentru a 
o înțelege complet. 
Dublă interpretare. Relaţia 


Ep m а + a. +... +a 
Vaaa, aeia a E a iii Aa! 
n 


— 


poate fi ginditá astfel: 

1) dacă numerele pozitive a,,..., a, variază asa fel 
ca suma lor $ să rămînă constantă, produsul lor va lua 
valoarea maximă atunci cînd numerele sint egale între ele, 


ai S | 

deci fiecare egal cu —. Aceasta este interpretarea care ne-a 
n 

servit în demonstrație, 


2) dacă numerele a, variază astfel ca produsul lor p 
să rămină constant, suma lor va varia, dar: dacă facem 


toate numerele egale între ele, deci fiecare egal cu |/p, 
media lor geometrică este egală cu cea aritmetică > = 


2/ ny a 
ы ар) adică suma ia valoarea n- [/p; ре 
cînd în orice situație în care numerele nu sînt egale, 
media aritmetică va fi mai mare ca cea geometrică, 


adică a; + а, + ... -- a, >n: l/p. Valoarea n-[/p 
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este valoarea minimă a sumei şi ea e atinsă cînd numerele 
sint egale între ele. Aşadar: 

1) Dacă suma a n numere pozitive e constantă, pro- 
dusul este mazim cînd numerele sint egale. 

2) Dacă produsul este constant, suma este minimă 
cînd numerele sînt egale între ele. 


S8. 1. Dacă a = Ë — z 51 b = + x, avem а? + b? = 


k2 RT. | 
= —-Ь 2z2, care este minim pentru rz = 0 și care 
2 


descreşte cind x descrește (a şi b se apropie). 


2. ud 5 d (egal pentru a = b). 
3. 1) Dacáa, +... + a, = k, at + ... + а? este mi- 
nim pentru ау = ... = à, = 2s 


n 

În adevăr, dacă a}, ..., a, nu sint toate egale, le inlo- 
cuim prin media lor aritmeticá, luerind succesiv asupra 
a cite o pereche de numere pe care le apropiem de medie 
(prin acelasi procedeu ca ín problema 87). De fiecare 
dată suma patratelor se micşorează. Deci, în cazul unor 
numere neegale, suma patratelor lor este mai mare ca în 
cazul cind numerele sint egale $1 au aceeași medie 


‹ а ‚+...з 2 
abo d > п. [e d 


n 


2) Dacă a + b = k, suma at + bt este minimă pen. 
tru a = b = чт În adevăr, dacă а — si b = 
2 2 

4 2 
fe Жу 0*4. bt = 2I(7| +6(2) x? + zi 
2 Li 2 a 


este minim pentru x =Ù si descrește cind z descrește. 19 
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Analog pentru orice exponent (folosind binomul lui 
Newton). Extinderea la mai multe numere exact ca si 
in cazul exponentului 2. 

Reunind ambele generalizări 


ar ta +.. ce» [nee 
n n 
89. Fie д = 2.2.2.У.У. Suma factorilor este = + 
3 3 3 2 2 3 
PE Lu У рУ — x+ у =k; есі д este maxim 
3 3 2 2 
сіп 1 factorii sint egali, adică = = $. Avem q < 


BE p = 108 q, deci p « 108. 
o 


mă a lui p are loc pentru aceleași valori ca şi cea a 
lui ç. 
Generalizare. Dacă x + y + 2 = k, produsul P = 


= 4z"^"-9? (m,n,p numere naturale) este maxim atunci 
cînd £ = У = 2 |= к= ыш | căci maximum lui P are 
m n p. т-+п-+ р 
loc o dată cu al lui | 
m LU p a 
Q = (2) ( (=) . Analog dacă sint mai multe 


m n р 


5 > ы 
|. Valoarea maxi- 


numere. 


Cazul cînd exponentii m, n, p sint fracții pozitive se 
reduce la acesta. De exemplu, dacá este vorba de 


1 Б] 
pem" vw 52 
ridicind la puterea 20 (= c.m.m.c. al numitorilor), 


obținem p?9 = 219.315. 28 51 maximum lui p are loc o 
dată cu al lui p°. 
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Aplicație. Avem х? + у? = d°. Se сеге са 22у sà Пе 
maximum. Acesta аге loc о dată cu maximumul produsului 


2 2 2 
(x2)? 2, care are loc pud ed шш. de unde x — 
Е 2 1 3 
2 1 
= |+ dh. 


90. S= |/p(p — а) (p — b) (p — с); 

p fünd dat, S este maxim atunci cind produsul (p — a) 
(p — b) (p — с) este maxim; dar suma factorilor lui, 
(p — а) + (p — b) + (p — e) = p este constantá; el — 
51 deci şi Š — va fi maxim atunci cind p — a = p — 
— b = p — e, а = b = e, adică atunci cînd triunghiu) 
este echilateral. 


жиё 
91. a, -+ a, + a, > 3 аааз 

a и се 

е. еже e ы! 

а Ga a, а, а, G, 


Deoarece semnul = este valabil în ambele relații în 
aceleaşi condiții (cînd a, = a, = аз), deducem relaţia din 
enunt. 

in general 


Ginditi-vá de ce am subliniat propoziția cursivá*. 


* Din inegalitátile z* + 1 > 1, z? + 2z + 2 > 1 nu putem 
deduce (x* + 1) (2? + 2z + 2) > 1, ci numai (zt + 1) (>? + 2z + 
+ 2) > 1, pentru că valorile minime nu corespund aceluiași +. 
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92. Efectuind produsul şi ordonind convenabil termenii, 
scriem inegalitatea sub forma 


a(b — с)? + b(e — а)? + c(a — b) > 0 


93. Dacă am efectua produsul din membrul I (nu e nevoie 
să lucrăm efectiv, ci numai să gindim), am obţine o sumă 
cu Š termeni (de gradul 3). Deoarece literele joacă același 
rol, produsul acestor 8 termeni va conţine literele a, b, с 
lu aceeași putere. La ce putere? În raport cu toate literele 
produsul va avea gradul 3-8, deci fiecare literă va avea 
exponentul 8. 
Media aritmetică a celor 8 termeni este 


(a + b) (b +e) (c + a) 
8 
Media lor geometrică este |/aosc = abc. 
Relaţia dată exprimă în fond tot faptul că med.ar. > 
med.g. însă referitor nu la numerele a,b,c ci la termenii 


sumei din m.l. 
Relaţia (1) 


(a + b) (b + c) (c + d) (d + а) > 16abcd 


se demonstrează exact în același mod; de asemenea, rela- 
{11е analoge cu mai multe litere. Dar ginditi-vá ce cal- 
cule ar fi fost necesare dacă am îi rămas la prima direcţie 
a gîndirii: să obţinem sume de patrate! 

Relaţia (2) 


(a + b + c + d) (abc + abd + acd + bed) > 16 abed 


se poate demonstra tot prin acceaşi idee, însă în două 
variante cu deosebiri neesentiale: 

1) să ne imaginăm membrul 1 ca o suma cu 16 termeni 
de gradul IV 
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2) să tratăm separat fiecare paranteză: 
a+ b+ c+ 4: >4.[/а&са 
abc + abd + acd + bed > 4. [/ a3b3c3d3 


Ínmultim şi ţinem seama că semnul = este valabil 
în aceleași conditiv; obţinem relația. 
Generalizarea poate merge acum și mai departe. 


94. Pe baza aceleiaşi idei, obţinem 
Р, P; ове Р, => Ala Go [E an)” 
unde P,, P}, ... P, sint polinoame simetrice de a, а»,...,а„ 


de diverse grade, iar А в1 B se stabilesc fšcind în m. I 
literele egale cu a. Exemplu: 


(a + b + c + d) (a? + b + c? +d) (ab + ac 4- ad + 
+ be + bd + cd) 

Pentru a = b = c = d obţinem 4a-4a2.6a2 = 96 a5, 
deci punem în continuare > 96 (abced)5. 

Puteţi astfel construi diferite exerciţii. Dacă însă 
vreţi să le propuneţi unor colegi care nu cunosc ideea gene- 
rală, trebuie să le alegeţi аза fel încit ele să poată fi 
făcute şi prin „calcule“. 


95. s, are Ci termeni. În s; fiecare literă este folosită 

$ y ` L 3 . м м 

de același număr de ori (de h = — C: ori). Înseamnă că 
n 


produsul acestor termeni va fi а? a^... ah = k", Produsul 
fiind dat, s; este minim pentru a, = а, = ... = а, = k 
Fiecare sumă s; fiind minimă pentru aceleaşi valori, şi 
E va avea minimul pentru aceste. valori. Deci 


Tuin ms (1 23 k)” 
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Putem gindi şi astfel: să пе bazám pe relația media 
aritmetică > media geometrică. Media aritmetică a ter- 


lar media lor geometrică este 


? 


menilor lui s; este -i 

Сп 

C р qu "T | 

y k"^ — ki, Obtinem s; > Ci ki (fiecare termen din 

membrul I e mai mare sau egal cu termenul cores- 
punzátor al dezvoltárii binomului din membrul I1). 


96. Din s — a, = 6,, aj = s — b. 


5 — b s— b s— b n 
к, Ж o Mc 
b, | b, us к b, ерл 
S _ 1] Lu ... pede LS 
D l co Qh ` iun T 
1 
^ e 


Însă bı + ... + b, = ns — s. Înlocuind pe s în func- 
tie de б, relatia devine 
b + b,- .. + bn 1 1 1 n 
n — 1 bi b, 2n bn n — 1 


Media geometrică a numerelor b este k = Y b, ... bn, 
lar a numerelor A este L, Produsul lor este 1. 
t 


164 97. s din £ (n) nu este acelasi cu s din E (n — 1). 
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98. 1) Cu notatiile introduse, obținem a = b' + c şi 
analoagele. Inegalitatea devine 
(a + b) (b + ce) +a')>8a'bre' 
2) Fie A + B = k (const.). Avem sin А -sin B = 
= [cos (A — B) — cos (A + B)|= 5 cos (A — B) — 


1 
— — cos k 


Dacă A — B este un unghi variabil care descrește 
de la 180° la 0°, cos (A — В) creste dela —1 la + 1 ; valoa- 
rea maximá a produsului sin А sin B este atinsá pentru 
A — B. 

Sá presupunem cá lucrám numai cu unghiuri pozitive 
51 mai mici ca 180° şi să generalizăm. Fie A + B + C = 
= k, k < 180°.3. Dacă А,В,С, nu sint egale, 


fie A > В > C. Vom avea С < = $14 > z Apropiind 


pe А de C, asa ca suma sà rămînă constantă, sin A sin 
С va creşte; facem această apropiere pină ce unul ia 


valoarea А. Procedăm la fel cu celelalte două unghiuri 


rămase (v. pr. 87). Găsim că produsul sin A sin B sin C 
va fi maxim pentru unghiuri egale (egale cu a 
ә 
În problemă avem unghiuri pozitive a căror sumă este 
i : A B C 
90°. Produsul dat va fi maxim pentru pu ш. ex" 
51 valoarea maximă va fi (sin 30%) = 
8 


Evident, se poate generaliza pentru mai multe unghiuri 
şi cu totul analog cînd avem produse de cosinusuri. 
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А—В А— В 
COS 
2 2 
A+B NM m. 


99. 1,3) sin А + sin B = 2 sin 


COS . Deei suma 51- 


cos A + cos B = 2 cos 


2 2 
nusurilor sau cosinusurilor a douá unghiuri de sumá datá 
creşte cind А — В scade şi atinge maximum pentru A = В. 


sin (A + B) 


4.5 iv A te В = 
9) ? T d cos А cos В 


cig A + ctg B =" T 7 btc) 
| sin A sin В 

Am stabilit cá dacă A + B = К, produsele sin A sin 
B şi cos A cos B cresc cînd A — P scade şi îşi ating maxi- 
mele pentru A = B. Pentru aceste valori fracțiile isi 
ating minimele. 

2) Avem sin? A + sin? B = 1 — cos (А + B) cos (A — 
— B). Deci cînd A — B descrește, cos (А — B), adică 
scăzătorul, creşte şi deci diferenţa se micşorează. 

Extinderea la trei sau mai multe unghiuri, analog ca 
în problema precedentă. 


109. A. Soluţia 1. Să presupunem a + b + c dat (con- 
stant). În acest caz, a? + b° + c? esteminim pentru 
а = b = (pr. 88), iar 5 este maxim tot pentru а = 
= b = с (pr. 90). 

Se verifică uşor că în cazul triunghiului echilateral, 
în enunț este valabil semnul egal. Deci la un triunghi 
neechilateral cu acelaşi perimetru, a? + b? + c? este mai 
mare şi .]/ 3.8 mai mic ca la triunghiul echilateral — 
adică avem inegalitate. 

B. Soluţia 2. Deplasám vîrful A paralel cu BC pînă 
ce triunghiul devine isoscel (fig. 54). Aria a rămas aceeaşi; 
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- А а? 
а a rămas acelaşi; avem b° + с? = EE 2A M?, AM s-a 


micșorat, deci si b? + c?. E suficient să demonstrăm 
inegalitatea pentru triunghiul isoscel. Ea se scrie în 
acest caz: 


a? + 202 > 413 | b? — ñ . Ridicind la pătrat (sint 


cantităţi pozitive), ea devine (a? — b?) > 0. Egalitatea 
are loc pentru а = b (triunghi echilateral). 

Soluţia 3. Deplasám pe A astfel ca AM să rămînă 
constant (pe un arc de cerc), pînă ce A ajunge în A” pe 
mediatoare, cînd 5 este maxim; suma а? + b? + c? 
nu s-a schimbat. Revine tot la soluţia 2. 
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С. Soluția 4. Presupunem date cele 3 laturi. Să calcu- 
làm pe Š. Avem c? = a? + b? — 2a- DC. 


jig es DOE лв U ua a 

4a? , 

4 $23 — qopa ip. ("3 P 
n 


Ridieind relația dată la pătrat şi folosind expresia 

lui $, ea se va scrie 
(a? = b2)2 + (a° = c?)? + (b° == c?)2 > 0 

Soluția 5. Presupunem date înălțimea din A, h, si 
cele două segmente a, şi а, determinate de ea pe BC; 
decia = a, + аз (există cel puţin un virf, astfel ca ină]- 
timea din el să aibă piciorul între celelalte virfuri). În 
funcție de acestea, inegalitatea devine 


(a, + а) + a + h + аў + № > 2]/3.(а, + agh 


Inmultim peste tot cu З şi o scriem sub forma 
(а, ИЗ — h)? + („|3 — h)? + [(a, + a)|/3 2n 0 


Egalitatea are loc pentru a,]/3 = а, |/3 = h (tr.ech.). 
Soluţia 6. Presupunem date două laturi si unghiul 
cuprins: b, с, A. Avem: 


a? = b + c? — 2 bc cos A; S = — bc sin А 


Inegalitatea devine: Е 
2 b? + 2c? — 2 be cos А > 2|/3 bc sin А 


b2 + c? — 2bc (= cos A +V sin 4]>0 


b? + c? — 2tc cos (60° — A) > 0 
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Construind un triunghi cu laturile b, c şi unghiul 
cuprins 60° — A (sau A — 60°), în membrul I avem patra- 
tul laturii a treia, deci o cantitate pozitivă. Această a 
treia latură este nulă numai dacă b = с 5160 — A = 0, 
deci cînd triunghiul dat este echilateral. 

AC. Soluţia 7. Presupunem date o latură şi unghiurile. 
Гоа шае к е да зни атаса 

sin A sin A 3 sin A 

relatia devine 


sin*A + sin* B + sin*C > 2/3 sin А sin D sin C 


Pentru A >= В = C = 60°, verificám cá avem egalitate. 


Conform problemei precedente, membrul I este minim 
si membrul П maxim pentru А = В = C. Deci pentru 
unghiuri neegale avem neegalitate. 


Solutia 8. Presupunem date cercul circumscris si 
unghiurile. Avem (fig. 55) 


S=} > aR cos А = + >” R° sin 2 A 


Inlocuind pe a cu 2 R sin A, s.a., inegalitatea devine 
sin? A + sin? B + sin2C > 20 (sin 24 + sin 2 В + sin 2C) 


Înlocuind sin? A prin n (1 — cos 2А) etc. 


cos (2 А — 60?) + cos (2 B — 60?) + cos (2C — 60°) < să 
2 
Suma unghiurilor 2А — 60°,... fiind 180°, aplicăm 
problema precedentă. 
Soluția 9. Adunind relația a? = b? + c? — 2bc cos A 
cu analogele ei, obţinem 


a? + b? + c? = 2 Ье cos A + 2ac cos B + 2ab cos C 
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F 10 š 55 


Însă. Si > bc sin A = 5 ac sin B = 1.ab sin C 
2 


Inegalitatea devine 
ctg А + ctg B + eg C > 1⁄3 
Soluția 10. Presupunem date a, ha, Ma. (Triunghiul 
este determinat de aceste elemente căci, cu condiția m, > 


> һ„ — mediana mai mare ca înălțimea din acelagi virf — 
el poate fi construit si construcția este unică.) 


Avem a? + b? + c? — а? rim „©; 5 = ah 
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Inegalitatea devine 
na + 2m° > 2|/3 ah 

За? — 4|/3 ah + # т? > 0 
Privind membrul I ca un trinom în a, realizantul este 


12 А2 — 12 m?. Pentru m > h, rădăcinile sint complexe, 
deci avem semnul >. иа m = h realizantul este nul. 


Rădăcina (dublă) este Pa m. Numai pentru d = v m 
este valabil semnul — . Dar in acest caz triunghiul este 
echilateral. 


Notá. Avem aici un exemplu de problemá cu mai multe 
solutii. Cel mai celebru caz este al unei teoreme din teoria 
numerelor — numită legea reciprocitátii — care аге 56 
de demonstraţii — nici una „uşoară“ — avînd ca autori 
străluciți matematicieni ca Gauss, Cauchy, lacobi... 
Cincizeci şi şase! Pe cînd există și probleme pentru care 
nu s-a găsit încă nici o soluţie! (în special, tot în teoria 
numerelor). Există — în domeniul elementar, foarte 
numeroase — probleme care nu au decit o soluţie ascunsă 
care se găsește cu greu, prin încercări, uneori prin „noroc“, 
fárá un fir călăuzitor. 

Este în această situaţie o ,ciudátenie", un fapt încă 
neexplicat psihologic. Tine el de insuficientele gindirii 
umane sau de natura problemelor în sine? 


101. AB' este diagonală într-un dreptunghi cu dimen- 
siunile a, b + с, deci АВ? = а? + (b + с)?. 

Analog, cînd drumul ajunge- în N, rabatem fata late- 
rală pe planul bazei; dacă B ia poziţia В”, AB” este dia- 
gonală într-un dreptunghi cu dimensiunile a + c şi b, 
deci 

АБ"? = b° + (a + с)?. 
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Analog, prin P, obţinem un drum cu lungimea AB”? = 
= е? + (а + by. 

Mai sint posibile încă 3 drumuri, care însă conduc la 
aceleași trei valori. Urmează să alegem pe cel mai scurt. 
Dacă a > b >c, cel mai scurt este AB’. 


102. Prin desfășurarea cilindrului, obținem un dreptunghi. 
Unim noile poziţii ale lui А si В printr-un segment. 
O catetă este înălțimea cilindrului, cealaltă este arcul 
de cerc cuprins între А şi proiecția lui B pe bază, B’ (аге 
AB' < 180^). 

Notă. lnfásurind dreptunghiul din nou pe cilindru, 
segmentul AB devine un arc dintr-o curbă numită elice. 


103. AB — AC + CB (arce de cercuri mari — mai mici 
ca 180°) AB = Ry, AC = RP, CB = Ra, unde a, B, y 
sint unghiurile la centru corespunzătoare si problema 
revine la: a arăta că fiind dat un triedru (lig. 56), între 
unghiurile fetelor lui avem relația y < х + B. Ducem 
CC' | planul АОВ şi CA | OA. Triunghiurile drep- 
tunghice OAC şi OAC’ au cateta ОА comună, dar ОС > 


Оч 
> OC"; rezultă д < В. Analog ВОС' < «a 
Deci ү < % + В 
Generalizăm ușor pentru un drum format din mai 
multe arce de cercuri mari. (Se poate demonstra că drumul 
cel mai scurt între două puncte este arcul de cerc mare). 


104. Pentru n, = 5, n, = 3, avem următoarele perechi 
ау a,b, афу a,b, agb, 
ab, a,b, a,b, a,b, аф, 
a,b, a,b, aj, a,b, a,b, 
Lingá a, putem pune n, elemente; idem lingă a, ete., 
iden lingă am, deci in total n,-n, grupe. 
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Dacă lingă fiecare pereche a; b; punem succesiv pe 
Су, Ca, ..., Cus, obținem triplete de forma а;бус„, dintr-o 
pereche n, din n, n, perechi n, Ra n, triplete s.a.m.d. 

Concretizări. 1) Dacă în urna U, sint n, bile, in U, 
n, bile, іп U,, n, bile si scoatem prima bilă din U,, 
a doua din U,, a treia din U, „acest lucru poate fi făcut 
in n, n, n4 Moduri. 

2) Dacă dintr-un punct A pleacă n, drumuri, fiecare 
din ele se desface in n, drumuri, fiecare din acestea în n, 
(fig. 57), putem ajunge den punctul A in regiunea P in 
n, n, n, moduri. 
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De] 
— 


Fig. Л 
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În general, dacă un fenomen se formează din Ё trepte, 
pe treapta 1 existind n, decizii posibile, pe a doua ng, 
... pe a 1“, n, ... fenomenul poate avea în total n, n, ... n 
forme. 

Exemplu. Se dă numărul N = 25.72.11. Un divizor 
oarecare al lui este d = 22 .78,.11%, cu condiţiile: 0 < 
< B, < 5, 0 < B. < 2, 0 < B, < 1. (Dm N = d: k, 
rezultă cà d nu poate avea factori care nu sint in N, 
iar pe cei din /V nu-i poate avea cu exponent mai mare. 
Unii factori ai lui N pot lipsi — de aceea considerăm $1 
cazul В = 0. De exemplu pentru б, = 3, 6, = 1, B, = 
= 0 obţinem d = 22.7). 

Citi divizori are numărul N? 

Răspuns: Conform schemei de mai sus, // are п = 
= 6.3.2 divizori. In general N = p,*; pa ... pp are 
n = (a, + 1) (x, + 1)... (x, + 1) divizori. 


105. Schema din problema precedentă. La prima treaptă 
sint n decizii posibile; laa doua n — 1, laa treiag — 2... 
la a А, п — (k — 1). 

Numărul tuturor grupelor posibile — pe care il no- 
tám А“ şi îl numim numărul aranjărilor de n obiecte luate 
cite k — va fi 


Ak = n (n — 1)... [n — (k — 1)] 


produsul a Ё factori descrescători începînd cu n. 
Exemplu: A2 = 6-5-4 = 120. 
Observaţie. Două grupe pot diferi între ele numai prin 
ordinea elementelor, de exemplu: a,a,as; 2,40). 
Pentru k = n, obţinem A? = n (n — 1) ...3-2- 1. 
În acest caz, fiecare grupă contine toate celen obiecte, 
deci două grupe oarecare diferă numa: prin ordinea obiec- 
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telor. Numărul acestor grupe îl notăm P, (P, = Az = п !) 
$1 îl numim numărul permutárilor de n obiecte. 

Mulțimea grupelor formate o numim tabloul aranjári- 
lor, respectiv permutărilor. 


106. Într-o clasă sint P, = k! grupe. Cite clase sint? 
De cite ori se cuprinde numărul grupelor dintr-o clasă 
în numărul total al grupelor. Notám C*, numărul claselor 


n? 


СЕ = AE -> n (n == 1) P (n — k -+ 1) 
m ELO == 
Pk 4-2 ...k 


(k factori deserescátori incepind cu n, supra tot k factori 
crescători începînd cu 1). 

СЕ ne arată cite grupe se pot face cu n obiecte luate 
cite k, dacă nu considerăm distincte două grupe ce diferá 
numai prin ordinea obiectelor, deci douá grupe distincte 
diferá prin cel putin un obiect. C* se numeste numárul 
combinárilor de n cite k. 


Exemplu: C? = — 10 


Tabloul С? va fi 


'1—2;1—3; 1—4;1—5; 2—3; 2—4; 2— 5; 


3—4; 3-5: A c5. 


107. Deci la fiecare grupă de k obiecte corespunde o 
grupă de n — k (cele rămase) si reciproc. Între tablourile 
С, $1 C5; ^ se stabileşte o corespondenţă biunivocá, deci 
ele au același număr de grupe. 


108. in 1) grupele formate din k obiecte insă alese din 
totalul de n — 1 (cele n fără a,). Numărul lor este Сё ,. 
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in 2) avem obiectul a, atașat la toate grupele din 
tabloul C^-!, deci numărul acestor grupe este C*—1. 


Avem deci 
Ch == С. + CI 


Dacă avem tablourile de grupe C* , si C;—1, atagám 
la grupele din al doilea obiectul a, şi reunim cu primul; 
obtinem tabloul С". 

Observație. Același raţionament rămine valabil dacă 
in loc de obiectul a4, considerăm un anumit alt obiect 
(oarecare), de exemplu a4. Cite grupe nu contin pe а,? 
C^ ,. Cite contin pe az? CHi. 

Formula se menţine si pentru k = 1 dacă luăm prin 
convenție C) = 1 (Сі = n; CO I = п — 1; CG = 1). 


109. 1) C* , 2) С} (nu folosim pe a,, nici pe a,, grupăm 
cele n — 2 obiecte rămase cite k — 1 pentru а ataşa pe a,). 
3) C12}; 4) С (la grupele obţinute atasám a, a;). 


Avem deci 
Ci = Coe DCI a a 
Observaţie. Această formuiă UM fi obtinutá si prin 
aplicarea formulei din problema precedentă: СЕ = Cka 
+ C«-1. Însă pe baza aceleiași formule, C* , = Ch , + 
TOOL; Сал Cic 


Care demonstraţie trebuie preferată? A doua este mai 
uşoară. Prima — cea bazată pe considerarea a două obiec- 
te fixe — solicită mai mult efortul de gindire, dar ea 
este mai lămuritoare: arată şi care este interpretarea de 
fond a fiecărui termen din formulă. 
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110. 
б А 4 6 4 1 


CŒ: 1 5 140 140 5 1 


Se adună doi termeni consecutivi: si se scrie rezultatul 
sub al doilea. 
Pornind cu n = 1, obţinem triunghiul lui Pascal: 


1 1 

1 2 

1 3 

1 4 4 1 

1 5 10 10 5 1 

1 6 15 20 15 6 1 


1 7 21 35 35 21 7 1 
Pentru a găsi pe С“ în acest tablou, ţinem seama că 
pe linia n avem C£ (k = 0, 1,...n). 


111. 1) Litera a, este scrisă în СЁ—1 grupe. 2) În tabloul 
C; sint scrise k С} litere (într-o grupă ,k şi sînt CE grupe). 
Literele avind acelaşi rol, una din cele n litere este folo- 


"C жй z s 
sită ае — k CE ori. 
MN 


Avem deci 


-n—l n? п—1 


k pk E n pni 
E Ci == C Ci — шге C 
n К 
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in mod evident, C!_, = п — 1. Fácind în formulă 


k = 2, 3,..., k, obtinem 


Quo ШЕ үс = ose OL. „у 
2 1-2 8 1.9.3 


ete. 


112. a) Din 0 in A (7, 3) sint atitea drumuri în cite moduri 
din cele 10 unităţi putem alege 3 (pe care le decretám ver- 
ticale). Deci С, . Același raționament, in care fixám uni- 
tátile orizontale, ne conduce la Cj) (egal cu primul). 
În general, С", (sau C2,,). 
b) Numárul drumurilor ce ajung in A este egal cu 
al celor ce ajung in A, + al celor ce ajung în А,. Deci 


п —1 
C han = Сы T Cani 


ceea ce reprezintă, cu notati puţin schimbate, relaţia 
din problema 108. 


113. Cite grupe contin z bile albe? Pentru a forma o astfel 
de grupă, luăm intiiz bile albe și putem face aceasta în 
Ci moduri; apoi luăm n — t bile negre şi putem face 
aceasta in Cp— moduri. În totul, deci, Ci CT— grupe. 
(Evident, dacă 1 — a sau n — t > b, acest număr este 
nul). 

Dacă adunăm numărul grupelor cu 0 bile albe, cu 
acel al grupelor cu 1 bilă albă... cu acel al grupelor 
cu: n bile albe, obţinem numărul total de grupe, deci 
(1) С.С" + Сі. Сп... + Ci Ct 4... + Cn Co= 
= C}, (dacă n > b, nu există nici o grupă cu 0 albe, 
dar acest lucru nu trebuie examinat separat, căci prin С^, 
unde k > m, înţelegem zero). 
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о = ш а еса 

Dacă numărul de grupe cu cite i bile albe îl înmul- 
tim cu г, obţinem numărul de bile albe din aceste grupe. 
Deci numărul total de bile albe este 


а= уі Ci Спі 


Pentru a calcula această sumă, observăm că 


a S Dati. Avena 
1*2...(6— 1) 


71—n 
А = аў С.С! 
.4=1 


Putem folosi în calculul lui A formula (1) in care în loc 
de a, avem a — 1, in loc de n, n — 1. 


А = a.C 


a4-b—1 
Media cerutá o gásim impártind pe A cu numárul 
total de grupe. Deci 


n—1 


Mi) MI USER (a + b — 1)! n lla + b —n)! 
CL (n — 1)!(a + b — n)! (a + b): 
M(ü = n -— 
(0 а. + b 


Notă. Se poate rezolva problema printr-o metodă mult 
mai simplă; dar este necesară o idee. 


114. În tabloul С", sint in total n- Cn litere; fiecare 


n . ` - . ` 
literă este folosită de r = "n `C m ori. Dacă fiecare bilă 
m 


albă este folosită der ori, numărul total de bile albe 
folosite va fi 


а. п „(n 


m 
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împărțind acest număr cu numărul total de grupe С", ob- 
tmem media 


115. Pentru n = 2, numărul total al grupelor este (104) 
= (a, + 54) (a, + b3) 


Colorite: аа; ab; ba; bb 

Cite grupe aa? Aplicăm problema 104. În prima treap- 
tă a, posibilități, in a doua а,, deci aja, grupe aa. Ana- 
log: a,b, grupe ab, bia, grupe ba, b,b, grupe bb. 

Putem scrie 


N = ауа» + ауф» + 0а + baba 
Pentru n = 3, numărul total de grupe este 
N = (a, + ba) (a, + ba) (as + ba) 
N =: ауага; + ааз + аба» + абз + b,a,a, + 
+ badaba + буба» + b,b,b, 

Sint acum 8 colorite, reprezentate prin literele cu 
care sint scriși cei 8 termeni din dezvoltarea lui N. 
Valoarea unui termen (cînd înlocuim factorii lui prin 
numerele date) arată citi termeni: sint în acel colorit 
(аааз grupe alb alb alb; ; 435b, grupe alb alb negru etc.). 

Dacă scriem 0 în loc de a 51 1 in loc de b, cele 8 co- 
lorite pot fi scrise 000; 001; 010; 011; 100; 101; 110; 
111. Acestea sint toate numerele de 3 cifre in baza 2 (egale 


respectiv cu 0,1,2,3,4,5,6,7). 
Cazul general. Numárul total de grupe 


N = (a, + by) (a, + 5, ... (an — ba) 
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Numărul de colorite: la fiecare treaptă sint două 
posibilităţi (alb sau negru) şi avem n trepte. Deci în 
total 2” colorite. Ele pot fi reprezentate prin toate 
numerele de n cifre în baza 2. 

Dezvoltăm produsul care dă pe N (fără a schimba or- 
dinea factorilor). Obtinem 2” termeni (fiecare cu л 
litere a, b). Un termen arată două lucruri: 1) prin lite- 
rele cu care este format, coloritul; 2) prin valoarea lui 
numerică, cite grupe cu acel colorit există. 


116. Dacă o grupă începe cu A, (prima bilă albă din U,) 
in locuriie 2, 3, ..., n sint puse în toate modurile bilele 
din U,...U,. Deci au pe A,, (a, + bə)... (а, + bn) = 


ы grupe. Așadar, au cite о bilă albă аш U,, 
a, + b, 


а grupe. Analog, au cite o bilă albă din U,, 


a, + bi 
N 


da: grupe etc. Numărul total de bile albe din 


a, + b, ; 
toate grupele este deci 


N an ° e= a; 
> ai 2: E b; — N (p, + Pa E ... + pr) (pi SPER j 


Pentru a găsi media impšrtim la numărul total de 
grupe, N 


М) = pı + pa +... + pa 
117. Fie 
(1) N = (а, + b4) (a, + 0)... (an + bn) 


Pentru a obţine > bile albe într-o grupă, alegem £ 
urne din care scoatem numai alb (51 din celelalte (п — г) 
numai negru). Ca număr de grupe obţinem produsul în- 
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tre numerele de bile albe din urnele alese sinumerele de 
bile negre din cele rămase. La urne identice, obţinem 
аі" grupe. Dar putem alege cele i urne în C? moduri. 
Deci obţinem Ciaibn-i grupe cu i bile albe. Numărul 
total de grupe este 


(2) N = (а + Б)" = b^ + Сі" a + ... + 
+ Ci oci qi + uuu + Ста" 


unde termenii au fost scriși în ordinea crescătoare a 
numărului de bile albe (b" grupe cu 0 albe, C} b"! a 
grupe cu o bilă albă etc.) 

Observație. Produsul (1) dezvoltat are 2" termeni. 
Produsul (2) are tot 2” termeni, însă sint grupaţi la un loc 
acei care reprezintă acelaşi număr de bile albe. Deci 


1 —+ Cl +... + C: + ... + Cn = 2" 
Media. Conform problemei 116, obţinem M(:) = np 


бту 


118. Ü : t. 1 == Cr pn qi Š (7-1 рп-і+1 qi” с. п — 1+1 . 


n E 
-[ zu M 1). |" 2s i) >1 ei < (n + 1)р 
L b І b 
Dacà (n + 1) p = k + f (1), unde K este intreg, lar 
f subunitar, pentru orice i < k, avem t, > ti; şi pentru 
orice i >k, t, < tı; în cazul (n + 1) p = k (întreg), 
pentru ¿= k, t, = t, ,. Avem deci 
A < lt < еее < ta < În > lau > ecc > În 


semnul = fiind valabil numai în cazul f = 0. 


ela 
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b, | | 
Raportul — îl numim frecvența bilelor albe in gru- 
n 


pele de n bile formate. El poate fi exprimat și în procente; 
de exemplu: pentru n = 200, 1=—90, frecvenţa este 45%. 


Grupele cele mai numeroase sint aceleacu frecvența 
k T А ud А 
— , unde k este cel mai mare întreg cuprins in (n + 1)p. 
л 


frecvența egală cu proba- 


Dacă np este întreg, LONE р, 
л 

bilitatea p; de exemplu a = 3, b = 2 {Р = = ; п = 

— 100 grupele cele mai numeroase vor fi acelea cu 60 


bile albe (29 - Hi 
100 5 


Dacá np nu este intreg, putem avea ^ <p sau ss 
n n 


>p, însă frecvența Ë este foarte apropiată, prin lipsă 
n 


sau adaos, de p. 

Exemplu (fig.58):a = 3,b = 2,n = 5, — 3 =p. 
(а + b)5 = b5 + 5b*a + 10 b?a? + 10 b?a? + 5 bat + a? 
(3 + 25 = 32 4-240 + 720 + 1080 + 810 + 243 
119. 


— 2m-m + m? 


M = т” ттт, m, 
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n 
120. Avem m= l.a- » Ci рпі igi = 
N = 1 
n 
_ 1 ЕА О аа бк A ы na = np 
N da a + b 


E 
m” = = У` L2 C pn-i gi = = 03 l U x" 1) C b qi + 


ъ=1 
n 
+ Сер а) 


А doua parte а sumei a fost calculată: este np. 

Pentru a calcula prima parte, dăm а? factor comun, 
51 obţinem ca termen general Cj; b"i i (i — 1) ai, 
care este derivata a doua a termenului respectiv din 1; 
calculăm deci derivata a doua (în raport cu a) a expresiei 
(a + Б)"; obținem: derivata 1 = n(a + b)n-1; derivata 
a doua n(n — 1) (a + b)" 2. Aşadar, 


га? n(n — 1) (а + br? + np = | T 
Я а 
— 1) + np = n(n — 1)p? + пр = n?p? — пр? + пр. 185 


ES 
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Rezultă 


JI = т" — т? = п?р? — np? + np — п?р? = np(1 — p) = npq 


— formulă foarte importantă in teoria probabilităților. 
Vom căuta însă și altă metodă pentru calculul lui 
m $1 М, fárá a folosi derivata. 


121. Insumind numerele din tablou întîi pe coloane, 
obţinem 


= (Sa + kai) + (54 + kaa) +... + (S1 + kan) = hs, + ks, 
(unde s, = a, + a, + ... + ak, S, = o4 +... + o) 
Impártind pe Š la numărul elementelor kh, obţinem 
m = m + Ma 
Pentru M, avem de făcut suma 5 a termenilor 
[a, + «; — (m, + m,)]°, pe care îi scriem [(a; — m,) + 
+ (x; — ml 


S=[(a,—m,)+-(%,—m,)]° + ... 4- [(а,—жт,)-Е(«„—т„) ]° + 
+ Ка — m4) + («4 — ms) P 4- ... + [(a, — m4) + («4 — m, ]?+ 
+ [ay — m3) (ta та)... + Кар та) + (аһ — m.) 


Suma termenilor din coloana 1 este 


(a, — m4)? +... + (ay, — т)? + k(«, — m, + 


2 (x, — Ma) (a, — m, + G, — m, + ... + ap — my) 


Ultimul termen este nul, căci a, + a, +... + a, = km, 
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Analog la celelalte coloane. Insumindacum rezulta- 
tele din cele h coloane, obţinem 
S = [5, + k («1 — m,)]° + [S; + k (0 — ma] + 
+ ... + 15: + klar — m, 


S = hŠ, + К,. 
impàrtind cu kh 
M = М, + М, 
121. bis. 1) Dacă avem 3 mulţimi: Ri, R, 51 А, = A,, 
A>, ..., Аң 51 formăm mulţimea R’ avind ca elemente 


sumele a; + «; + Ar, vom avea 
(mulţimea R’ se formează din R şi R}, aşa cum R s-a for- 
mat din R, si R3). 

Analog pentru mai multe mulțimi. 


| | Rh "PP: 
2) Ете m? = > >` [e + w; — (m, + m), m, 


T "Vol pis ; 
m expresiile analoge in В, si R3. 


Avem 
[(a; — m4) + (a; — ma) |? = (a; — m)" +... + 
+ C^(a. — miy? (о; — m)? + aes + (a; — M)” 
Sînt kh astfel de termeni; pentru uşurinţă, dacă citi- 
torul consideră necesar, îi poate scrie, ca ṣi în cazul n = 
= 2, într-un tablou cu k linii şi k coloane. 
Dind lui j o valoare fixă și lui t valorile 1,2,..., k 
obţinem termenii de pe coloana j cu suma 
(a4 x m4)" + ... + (ay — т)" + ... + C? (x; NE 
— m)? [(a, — ту)? +... + (ay — m,)7?] + 
+... + k (x; — т)" 187 


3 
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insumăm rezultatele de la toate coloanele, adică 
facem aici J = 1, 2, ...h şi adunăm 


$0) = h SU + ... + CP S, m-p) S + ... + kS 
Impártind cu Eh, 
mU) = mU) + ... + Chr, "p mp + ... + m 
Prescurtat: 
т) = (m, + mə)09 
(exponent simbolic). 
Tinind seama că m) = = >` (e; — т) = 0 si 


mil) = 0 obţinem pentru n = 2 si n = 3 

m = m + mG); т® = m + m? (prima intil- 
nită in problema precedentă cu notația М = M, + 
+ M,), iar pentru n = 4 


mü) = mp + mA + 6mG mÊ. 


1+1+...- 1+0 +0... +0 


1225, In RH; avem; mos = 
а + b 
=— =p 
а + b 


М= Аш al =p as жоо: 


+ (0 — р)? + (0 — p)? +... + (0 — p] = =! — 


b 
cec В шк S A qund 


188 
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Pentru n urne identice, avem 
т=р+р +... + p= пр; М = рӯ + ... + pq = npq. 
123. 


mO (n + 1) = то (n) + m + 6 mO (n) mO 
min + 1) = m (п) + pq (1 — 3 pq) + 6 - npq : pq 
Dind lui z valorile 1,2,..., п — 1 si adunind, obţinem 


ə n(n — 1) 


т(® (п) = npq (1 — 3 pq) + 6 p?q ^ 


m (n) = npq + 3 n (n — 2) р?д?. 
194. Obtinem 


N n N ne? 
Oricit de mic ar fi numărul e}, putem lua pe n sufi- 
cient de mare ca sá avem РІ < ea. 
ne 
Vom lua n > РЎ. 
e2- e, 
їй ss 1 E. 
Exemplu. Fie p =q= — şi є = ү? deci ne inte- 
2 0 
resează numărul l al grupelor in care frecvenţa « 
. : CETP 2 Ə 
satisface inegalitátile — do ы шы eue Um — < x < — 
10 2 10 5 5 
(frecvența să fie între 40% şi 60%). 
Raportul D (frecvenţa grupelor care satisfac con- 
N 


ditia pusă) poate fi oricit de apropiat de 1. Dacă, de 189 
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yy l À Š 1 
pildă, vrem ca -- > 0,99, ceea ce înseamnă а NN 
N ne? 100 
1 


picbo s 
100 100 
vrem са = > 0,999 vom lua n >25 000 etc. 


vom lua (n n n > ‚ n 2500. Dacă 


[22 
° 


Notă. Acest fapt simplu aritmetic — faptul cá pentru 
valori mari ale lui л grupele în care frecvenţa este apro- 
piată de p sint cele mai numeroase (în sensul dat de ine- 
galitátile scrise) — are o importanță fundamentală in 
calculul probabilităților (v. pr. 133). 

Să remarcăm că „pragurile“ găsite pentru n sînt cal- 
culate cu o largă aproximaţie în plus. Sensul demonstra- 
tiei stă în afirmaţia „există m astfel са...“. 

Calcule mai exacte — dar mai laborioase — pot fur- 
niza valori mai mici pentru pragurile lui n de la care 
inegalitátile considerate sá fie satisfácute. 


195. Avem 


mn) = =r sd (ov пр) 


+ 3n (n —2) p?g? (pr. 121) 
Împărţind peste tot cu n, 


= npg + 


(o — p +... spo x р) _ uw pg (1 — 6 pq) 


Ua N п? n? 


Dacă neglijăm cele / diferente |х — p| mai mici ca = 
$1 pe celelalte, mai mari ca e, le inlocuim cu e, obtinem 


Bd ы ы Ора" + pq (1 — 6 pq) 


colecția cristal € colecţia cristal € colectia cristal 


SOLUTIA 
deci 


292 1 — 
Tos PW. IAE 6 p) 


n?c* n3g* 


Exemplu: pentru p = q = L, neglijăm ultimul termen. 


Pentru a avea 1 — А < зу, este suficient să luăm 


Из 
3р? — є; aici pg = L, deci n > -———. 
п?є*% & e2-|/ e, 
" А д Е 1 1 
Dacă, la fel ca în problema 124, luăm e = gem 
[ 
obținem n pui ? — 450 limită de cirea 5 ori mai mică 
1 


1 000 
decit cea aflată prin m. 


126. Dacă într-o grupă există 3 obiecte date (in pro- 
blemă, biletele 3, 4 si 10), lingă acestea mai sint donă 
(de ex. 5 şi 7, 5 şi 29 etc.) diferite de acestea, deci alese 
din celelalte 27 de obiecte. Deci numărul cazurilor favo- 
rabile este C. 

27° 26 30° 29 · 28° 27 - 26 3.25 


5 - Ээ 
р = д: C: 30 == £ —— nA —PO ш — — 
2 1-2:3:4-5 30-29-28 


1 
29 • 14 
urnă cu 406 bile una singură ar fi albă şi tocmai pe 
aceea vrem s-o nimerim). 


= — (Foarte puţin probabil! Ca şi cînd dintr-o 
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эх = xc DOLU ETT 
127. Grupele care nu contin pe 2, 5, 10 sint lormate 
numai din celelalte 7 bilete. Numărul lor: С^. 


E E a o de 
P (Cio 2): 615 q, q 7: C10 TEETE А 


oie 


р = 


În general, dacă q este probabilitatea evenimentului 
contrar (constituit din cazurile nefavorabile), avem p + 


+g=1 


128. А3; р = Ai Ак = — 1 


5: n(n — 1) | 
Observație. Rezultatul nu depinde de Ё (de се?). 


129. În general, fie n numărul biletelor din urnă și Ё 
numărul persoanelor. 

Numărul cazurilor posibile. Avem k urne identice, 
din fiecare se extrage un bilet (v. pr. 104); sint n^ cazuri 
posibile. 

Numărul cazurilor fără coincidente: la prima urnă 
n, la a doua n — 1, la a treia n — 2 etc. deci A5. 


q = AF: пк. 
Cu datele problemei, q = 365-364 ... 336 _ 36%... 336 
36579 365" 


Calcul cu logaritmi (direct e practic imposibil) 


log q = 26 + 28 + 30 + 30 + 31 + 33 + 34 + 35 + 
+ 37 + 88 + 40 + 40 + 42 + 43 + 44 + 45 + 
+ 47 + 48 + 49 + 50 + 51 + 53 + 54 + 55 + 
+56 + 58 + 59 + 60 + 61 — 29- 62,3 (miimi)= 
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= ОАА е s —10 — 14 — 14 — 13. — 
zwi d0 0.07 ecd cse eu 
ibd og qo d E39 Л ш бш 40-5 a 
+ 42 + 44 + 15 + 46 + 17) — 29- 62,3 2 29- 
-(— 18,3) + 1 (miimi) = — 0,530 = 1,470. 


(Am folosit numai 3 zecimale neavînd nevoie de un rezul- 
tal mai exact; am scris numai zecimala 2° și a 3%, căci 
partea întreagă şi prima zecimală fiind aceleaşi Ja toţi 
logaritmii se reduc.) 

Găsim q = 0,295, deci р = 0,705. 

Probabilitatea de a găsi coincidente este p = 0.70, 
mult mai mare ca aceea de a nu le găsi. 

Dacă facem verificarea, de exemplu la 10 clase, vom 
găsi foarte probabil 7 (sau 6 sau 8) clase în care există 
doi elevi cu aceeași dată a naşterii. 

Observaţii. 1. Am folosit ca model o urnă cu 365 bilete. 
Este justă asimilarea situaţiei concrete din problemă cu 
extragerea unor bilete dintr-o urnă? Da, numai în ipo- 
teza că datele de naștere sînt egal de probabile. Este justă 
această ipoteză? — aceasta nu mai e o problemă de mate- 
mutică, ci de studiu direct asupra realităţii. E sigur că 
intr-o problemă analogă, unde ar fi fost vorba de naşterea 
oilor, ipoteza nu е conformă realităţii, căci mieli se nasc 
numai primăvara. 

Chestiuni asemănătoare se pun ori de cite ori se aplică 
matematica la situaţii reale. Instrumentul matematic e 
totdeauna corect şi riguros; adecvarea lui la situația reală 
e o chestiune care trebuie verificată. 

2. Problema este reprezentativă pentru necesitatea 
unui calcul de probabilitáti. Intuitiv, nu putem spune 
nimic în legătură cu probabilitatea cerută sau chiar 
sîntem inclinati să spunem: e greu (puţin probabil să 
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apară coincidente). Calculul ne arată la ce trebuie să пе 
aşteptăm. 


130. Soluția 1. Fie A,, А,, ..., A4, Bu, Bo... D, bilele 
urnei. Dacă am tras întîi pe А,, a doua oară putem trage 
una din bilele rămase A,... А, В,... By. Avem а + 
+ b — 1 cazuri de forma: 


A, X (Ag... А, B,... By) 
Din acestea favorabile sint а — 1 cazuri. 


Analog, dacá prima bilá extrasá este 4, sau A, 


sau Aa. 
Раса am tras intil B, avem a + b — 1 cazuri de 


forma 


P (Ay o Aa Bay au Be) 


din care favorabile sint a cazuri. La fel pentru fiecare 
din cele b bile negre. 

Cazuri posibile (a + b — 1): (a + b) 

Cazuri favorabile a (a — 1) + ab = a (a + b — 1) 


a 


a+ b 
Găsim deci că probabilitatea de a scoate alb a doua 
oară — după ce am scos o bilă oarecare — este aceeași 
ca la prima extracție. Cum ne explicám acest rezultat? 
Soluția 2. Fie a + b = n. Făcind două extrageri 
succesive, înseamnă că facem A7. Cite din grupele lui 
А? au ca a doua bilă pe A,? Tot atîtea cite au са a doua 
bilă pe A,, ..., pe A,, pe B.: . pe B, — căci toate bilele 


Rezultă p = 


joacă acelaşi rol. Deci а doua bilă este А, in 1 A? 
n 


grupe; a doua bilă este A, tot în . АЎ grupe etc. 
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N 


м v .1 Y v ^ 1 ` 
Rezultă cá a doua bilă este albă in a. —. 1? grupe 
n 


din totalul de А? grupe. Decip = 2. 
n 


Generalizare. Scoatem pe rînd k bile — necunoscute — 
din urnă. Care este probabilitatea ca următoarea bilă 
scoasă să lie albă? 

Un raţionament identic cu cel din soluţia 2 ne arată 
ы (t TU 2 
cá ea este tot ———. (Se vede aici cit este de util dea 

a 
folosi observalia că toate bilele joacă acelaşi rol). 
Găsim deci cá şi atunci cînd scoatem întîi k bile oare- 


care (k < n), probabilitatea de a scoate apoi alb rămine 
aceeași. 


Deoarece acest rezultat poate să surprindă, să rat ionăm 
si altfel: în tabloul АЁ sint grupe în саге А; ocupă pri- 
mul loc, altele in care ocupă al doilea loc, э altele in 
care ocupă locul k. Sint tot atitea grupeîn fiecare caz; 
adică, sint tot atitea șanse ca A, să cadă pe locul 1 sau 
pe locul k. Probabilitatea de a scoate А, la prima extra- 
сеге sau la a k“ extragere este aceeaşi. La fel, probabili- 
tatea de a scoate alb. 


131. Faptul de a cunoaşte prima bilă extrasă schimbă 
complet problema. Dacă ea este albă, rămîn a + b — 1 


bile în carea — 1 albe; probabilitatea de a scoate a doua 
oară alb este р’ = — 471. Dacă prima bilă scoasă 
a+b—1 


este neagră, probabilitatea de a scoate a doua oară alb 
а 


М dai e me 
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132. Fie A,, A5, ... 4, 51 Bu, В,, ... B, bilele. Dacă la 
prima extragere s-a scos bila A,, in locul ei se pune Bo. 
La a doua extragere putem scoate А,, ..., Aa, D,,...5,, Bo 

Analog dacă s-a scos As. A,, ..., Aa. 

Dacă la prima s-a scos B,, în locul ei se pune A, $1 
la a doua putem scoate A,, ..., Aa, Ag, В„,... Bu. Ana- 
log pentru B,, ..., B,. 

Numárul total de cazuri: (a + b) (a + b) 

1) Numárul de cazuri in care a doua oará se scoate alb: 
(a — 1) a + (a + 1):b; (negru: (b + 1) a + (b — 1) b). 
2) Numárul de cazuri in care se scoate aceeasi culoare: 
(alb in primele a cazuri, negru in urmátoarele b cazuri) 


(a — 1) a + (b — 1). b. 


(lar culoare contrară: (b + 1) a + (a + 1) b). 
Ca verificare, $1 in problema 1) si in 2), adunind cele 
două numere obţinute, găsim numărul total de cazuri. 


133. 1) In loc den urne identice U(a + b), putem folosi 
o urnă de n ori (de fiecare dată punind bila scoasă ina- 
poi). 

Formula 


N = (a + Б)" = bn + Спа + ... + Cibn-iaqi + ... + an 


arată cá se pot forma N grupe, dintre care sint f, = 
= Ci b"i ai grupe cu i bile albe. 

Interpretare: fácind n extrageri din U, probabilitatea 
de a scoate 2 bile albe este p; = t,[|N. 

2) Cel mai probabil este sà scoatem k bile albe, unde 
k este intregul numărului (n + 1)p (pr. 118). 

3) Din cele № grupe, sint l grupe la care diferența 
intre frecvenţă și probabilitate este în modul mai mică 


decit z, |f — p| < e. Raportul = este probabilitatea ca 
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in n extrageri să obținem o grupă la care |f — p| < = 


Exemplu: а = b, deci p = | (de pildă o bilă albă 


ȘI una neagră sau jocul cu banul unde alb înseamnă stemă, 
1 е А v v s м 
negru marca); = = . şi n = 100 înseamnă că jucăm 
10 
un joc în саге mizám pe faptul că din 100 extrageri 
vom obline alb de un număr de ori cuprins intre 
: 0 1 1 
40 si 6o (99. = ul 
100 2 10 


Raportul е este їп асеѕі са2 (рг. 124) 


1 


400 . 2. 
100 


Probabilitatea de a scoate alb de К ori cu 40 < k < 60 
este mai mare decit 0,75. 


Dacă însă z > 2 500, probabilitatea ca | f — ; | < : 


10 
devine mai mare decit 0,99 (deci foarte aproape de 
certitudine). 

4) Calcule mai exacte arată cá e suficient să luăm n > 
> 450 pentru ca această probabilitate să fie > 0,99 
(pr. 125). 

Dind cu banul de 1 000 de ori, probabilitatea ca banul 
să cadă de un număr de ori situat între 400 si 600 este 
mai mare ca 0,99. Nu este exclus ca acest număr să Пе 
mai mic ca 400 sau mai mare ca 600, de pildă să nu cadă 
niciodată, dar este extrem de puţin probabil. 


Р 
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C 
Fig. 59 


134. Dacă ştim că şansa de a urca este de 3 ori mai mare 
ca aceea de a cobori — ceea ce rezultă cu probabilitate 
din frecvențele observate — deducem că durata de parcurs 
de la etajul 6 la ultimul este de 3ori mai mică decit dela 
parter la etajul 6, deci există 8 etaje. 

Acest rezultat nu este absolut sigur, ci numai foarte pro- 
babil, deoarecen este exclus,ci numai foarte puțin probabil 
ca frecvența observată să difere mereu de probabilitate. 


135. Dacă y = 0 (punctul P pe latura AC, fig. 59). rela- 


lia x = y + z devine z = z, deci o poziție a lui P este 
B,, piciorul bisectoarei din B. Analog C, al celei din C. 
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Să arătăm că pentru toate punctele segmentului 
B,C relația z =: у + z este satisfăcută. 

Fie d, distanța de la B,, la DC sila AB. Analog, d, 
pentru Ci. 

Fie M un punct ре B,C; notăm MB, = т, MC, == п 
51 2,0,5 distanlele lui M la laturile a, b, c. Pe zx il cal- 
culăm din trapezul В,С, BC}. Ducind prin C, (dacă 
C C, < B,D,) paralelă la BC, avem 


mds + nd, 


m -- n 


Pe z il calculăm ducind perpendicularele din ¿Z și 
din B, pe AB. Analog, ре y 


Rezultă z = y + z. 

Vedem direct că pentru P în interiorul triunghiului 
AB,C, (PM | BC), x creşte, iar y şi z scad, deci aici 
х > у + 2. 

Găsim cà pentru а se putea construi triunghiul cu 
laturile z, y, z este necesar şi suficient ca P să fie în in- 
teriorul triunghiului A,B,C,, format de picioarele bisec- 
toarelor. 

Să calculăm raportul între aria s a acestui triunghi 
şi aria Š a triunghiului dat. Este mai uşor să calculăm 
ariile $,, 8, Sa ale triunghiurilor AB.C,, BA,C,, CA,B,. 

Raportul ariilor a două triunghiuri ce au un unghi 
comun este egal cu raportul între produsele laturilor care 
ЇЇ mărginesc. 
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Deci 
Sı _ АВ, AC, 


25 AB AC 
Însă, folosind teorema bisectoarei, găsim că 


ИВ 2065. ACI жы 


a + c a + b 
Obtinem ^* = алы =. 
S (a + b) (a + c) 
— Š — (9 tss). эс ту 
P 25 TERES NET 


ca ab 
т (b + c) (b+ а) * (c + a) (c + 5] 


Efectuind calculul, găsim 


2abc 


P= (a + b) (a + c) (5 + е) 


Observație. În cazul triunghiului echilateral p = E 


Acestia este p maxim (căci presupunind produsul abc dat, 
suma celor 8 termeni de la numitor este minimă pentru 
termeni egali, ceea ce dă a = b = с). 


136. 1. 3, 13, 23, 33; 4, 1⁄4, 24, 34. 
3, 10, 17, 24; 4, 11, 18, 25. 
2. Dacă a = mq + r,, b = mq' + ть, atunci 
a + b = m (q +9) + (Ta + ri) 
a:b = m(mqq' + qr, + 97.) + Taro 


a + b = rg + ry (mod m) a: b =r, `r, (mod m) 
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Dacă a, respectiv b, variază răminind în aceleaşi 
clase, se schimbă numai g, respectiv g', dar congruentele 
scrise rămin aceleaşi. 

Spunem că: suma, respectiv produsul, a două clase 
este tot o clasă, anume clasa în care se află suma, respectiv 
produsul, a doi reprezentanţi oarecare ai claselor date. În 
exercitii numerice este mai uşor de lucrat cu reprezen- 
tanții cei mai mici ai claselor; în unele chestiuni teoretice 
este de preferat să se lucreze cu reprezentanţi oarecare. 
Definiţiile date se extind pentru sume si produse de mai 
multe clase. 

3. 1) modulo 10: 3 + 5=8; 3 + 9 = 2 


3 + 7 ==0; 3:7 = 1; (3) = 9, 33 — 9.3 = 7, 34 = 
— 7:38 = 1 
— sau direct 31 = 81, 81 = 1 (mod 10). 7:32 +4. 
3+8=3 +2 6+8=3 +0 = 3 

2) modulo 7: 3+2=5; 3+4=0; 3 + 6 ~ 2; 
‚ 32—92, 3 = 2.3 6, 34 — 6:3 — 4 sau 


Q3 
хх 
| 

л 


— sau 34 — 81, 81 = 4 (mod 7); 36 —34.32— 4.2 —14; 
5.324-0-3-p1—23--04 424 (5-32 —5.2 23 
sau 5:32 — 5.3.3 = 1.3 —3) 

Observaţie. Deoarece adunarea si înmulțirea claselor 
se [ace cu ajutorul acestor operaţii aplicate unor numere, 
rezultă că ele au proprietăţile de bază de la numere: 


fiecare este asociativă. si comutativă, înmulțirea este 
distributivă față de adunare. 
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137. 1) a = г (m) inseamnă cà a = mq + r. Orice d-c: 
al numerelor m şi r divide şi pe a, căci dm m = d 
ту, r= d r, rezultă a = d (тӯ + rj), deci este si 
d- c-alnumerelor a sim. Reciproc, orice d: c al nume- 
relor а $1 m divide şi pe r, căci din a = d a,, m = dm,, 
rezultă r = d (a, — mq), deci este şi d: c- al numerelor 
г şi m. Mulțimea d- e: ai numerelor а şi m coincide cu 
mulţimea d- c-ai numerelor r și m. In particular, cele 
mai mari numere din cele două mulțimi coincid. 

Dacă (r, m) = 1 adică r şi m sînt prime intre ele, toate 
numerele din clasa lui r vor fi prime cu modulul. 

Dacă (r, m) = d, toate numerele din clasa lui r 
se divid cu d. 

2) Relaţia (a, m) = 1 poate fi interpretată și astfel: 
dacă numerele sint descompuse în factori primi (şi presu- 
punind cunoscută teoria acestei descompuneri) nici un 
factor prim al lui m nu se află printre factorii primi ai 
lui a. 

Din (a, m) = 1 si (b, m) = 1 rezultă cá nici un factor 
prim al lui m nu se află in a şi nici in b, deci nici in pro- 
dusul ab, adicá s1 (ab, m) — 1. 


138. Scádem reprezentanti oarecare ai claselor respec- 
tive (aleși cu condiția ca scăderea să se poată face). 


modulo 10. 7—38 căci А +3 = 7; 7— 9 —8 
(17 — 9 = 8) căci 8+9=7; 2 — 2 = 0. 

modulo 7. 5—1 =4; 5 — 6=6 (2—6 6); 
2 — 2 = 0. 
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Observaţie. Un număr din clasa de rest 6 modulo 7 
poate fi scris M7 + 6. Dar el mai poate fi scris M7 + 
+ 7— 1. Analog, un M7 + 5 poate fi scris şi M7 — 2 
etc. O notație de felul a = — 1 (mod 7) înseamnă că 
а= M 7—1 (sau a + 1 = M7 sau a + 1 = 0 (7)). 
Forma M7 — r sau M m — т se foloseşte de obicei pentru 


т . š 
г < —, pentru a face calculul mintal mai uşor. 
2 


Regăsim aceste forme dacă facem împărţirea in clase 
a tuturor numerelor întregi (inclusiv a celor negative); 
de exemplu: — 16 = — 21 + 5 = 7:(— 3)4- 5, de aceea 
putem scrie — 16 = 5 (mod 7), adică — 16 este în clasa 
de rest 5, mod 7. 


140. a) deoarece pentru n > 2, 10^ = 0 (4), N = 
10 z + u (4), 10 z + u fiind numărul format de ultimele 
două cifre ale numărului V. 

b) Pentru n > З, 10" = 0 (8), deci N = 100 s + 
+ 10 z + u (8) — numărul format de ultimele 3 cifre; 
de exemplu: 23 782 = 782 (8). Pentru calcul mintal, 
putem folosi faptul că 10? = 4 (8), deci 10?- s = 0 sau 
4 (8) după cum s este par sau impar. Exemple: 782 = 4 + 
+ 2 = 6 (8); 645 = 45 = 5 (8). 

с) 10 = 11 — 1, deci 10? = 1 (11); 103 = 102.10, 
deci 103 = 10 (11). 104 = 102.102, 101 = 1 (11) etc. 


Găsim 10?" = 1 (11), 10?"*! = — 1 (11) (în intelesul 
402+ — M 11 +10 = M 11 — 1). 

7385 = 7- 103 + 3-102? + 8-10 +5 = —7 + 3 — 8 + 
+ 5 = — 7 = 4 (mod 11) 


În general, N = (a, + a, + ...) — (a, + a, + ...), 
mod. 11, unde a,, a,, a, ... sint cifrele de ordinul 1,2,3 ... 
adicá respectiv cifra unitátilor, zecilor, sutelor etc. 

d) Avem 10 = 3, 10? = 2, 103 = 6, 104 = 4, 105 = 5, 
10% = 1 (modulo 7) apoi 10? = 3, 108 = 2... (se repetă). 
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Găsim o regulă mai complicată decit în cazurile prece- 
dente. De exemplu 18 349 =1.-44+8-6+3- 2+4- 
-3 + 9 (mod 7). 

Putem proceda $1 astfel: pornim de la faptul cá 10? = 
== 6 (7) adică 1000 = M7 — 1. Despártim numáiul са 
in exemplul: 18 349 = 18-1000 + 349 = 18 (M 7 — 1) + 
+ 349 = M 7 + 349 — 18, ráminind a afla prin calcul 
direct în ce clasă se află diferenţa 349 — 18. 

e) Exemplu. 6215», = 6:8: + 2:82 + 1:8+ 5 
însă 8 = 1 (7) deci şi 8" = 1 (7). Aşadar 

6215, = 6 + 2 + 1 + 5 (mod 7). Regula este ana- 
logă cu aceea modulo 9 pentru numerele scrise în baza 10. 
Regăsim aceeaşi regulă pentru modulo В — 1, cînd nume- 
rele sint scrise în baza B. 

f) 6215) = 5 (mod 8) — în general un număr este în 
clasa dată de ultima cifră. 

g) analog cu d). 

h) 8 = 3, 8? = 4, 83 = 2, 81-1 (5) 
apoi se repetă: 85 = 3, 86 = 4 ... 


141. 7285 = 4 (9), 3427 = 7 (9); 4: 7 = 1 (9). Rezultă 
că produsul numerelor trebuie să fie în clasa 1 modulo 9. 
Însă rezultatul scris este în clasa 2, deci el nu este just. 

Notă. Acest procedeu se numeşte „proba prin 9“. 


149. 7285 = 3 (11); 3427 = 6 (11). 
24065695 25--6--6-F4—(94-5--2) 25 (11). 
Însă 3-6 == 7 Æ 5, deci rezultatul scris nu este corect. 


143. Acum iese si proba prin 9 si proba prin 11. Dacă re- 
zultatul este greşit, diferenţa între el şi rezultatul corect 
este şi multiplu de 9 și de 11 deci de 99. Întrucit e la fel 
de probabil ca greşeala să fie 1 sau 2, 3, ..., 99, 100, 101,... 
198, ... şi din 99 de numere consecutive numai unul e 
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multiplu de 99, înseamnă că în medie din 99 de înmulţiri 
greşite, numai una scapă nesemnalatá cînd iese 51 proba 
prin 9 şi prin 11. 

Tinind seama cá în general este mai probabil să se 
lucreze corect decit cu greșeli, rezultă că probabilitatea 
ca un rezultat la care s-au verificat şi proba prin 9 $1 cea 
prin 11 — ca în exemplul nostru — să fie greşit este cu 
mult mai mică decit 1/100. 


144. Oricum am aşeza cifrele, numerele A si B sint in 
clasa 5 (dată de suma cilrelor) modulo 9. 

Dacă am avea A = kB, unde k > 1 pentru cá A Æ 
= В sik < 9 (căci 122 346 689-9 este un număr cu 10 
cifre), ar însemna că 5 - k = 5, ceea ce nu e posibil decit 
pentru k = 1, adică pentru k = M 9 + 1 > 10. 


145. 
3-1 3.2 3.3 3-4 3.5 3-6 3.7 3.8 3.9 3.10 
Clasa 3 6 9 2 5 S8 1 4 17 0 
Se observă că multiplii lui 3 parcurg toate clasele de 
resturi (in fiecare clasă e un multiplu de 3). 
Interpretare. Considerăm produsele 3: х = г; cînd 
x parcurge toate clasele, şi г parcurge toate clasele. Ecua- 


tia 3-x = r, unde r este dat, are o soluţie şi numai una. 


Exemplu: 3: x = 1. Tabelul întocmit ne arată cá z = 7. 
Împărţirea este operaţia inversă inmultirii; de exem- 
plu, 1:3 înseamnă să găsim хт astfel ca 3: x = 1. 
Rezultatul găsit poate fi interpretat şi astfel: in 
mulţimea claselor de resturi modulo 10, orice împărţire 
cu impártitorul 3 este posibilă. 
4.1 4-2 4.3 4-4 4.5 4:6 4.7 4.8 4-9 4.10 
clasa: 4 8 2 06 0 4 8 2 6 0 
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Interpretare. Ecuația 4: x =r nu are soluţie dacă r 
este impar; dacă r este par, ea are două soluţii. 

Interpretare geometrică. Dacă impártim cercul in 10 
arce egale şi unim punctele de diviziune din 3 în 3, tre- 
cem prin toate virfurile şi obținem decagonul stelat. Dacă, 
însă, le unim din 4 in &, trecem numai prin 5 virfuri $1 
obţinem pentagonul stelat. 


146. Dacă ai si aj ar fi în aceeaşi clasă, diferenta lor ar 
fi multiplu de m 


a(j — 1) = m: e 


Dar m este prim cua (presupunind numerele descom- 
puse in factori primi, nici un factor al lui m nu e in a; 
ar însemna cá toti sînt in J — 1); ar însemna cá ПЕК 
este divizibil eu m, ceea се пи se poate, pentru cá J—¿< m. 


Interpretare. Ecuația а :z = b, unde (a, т) = 1 are 
soluţie; ea e unică. 


147. În acest caz toate numerele, afară de aceiea din 
clasa 0 (care contine multiplii lui p), sint prime cu 
modulul. 

Orice ecuaţie a- x = b cu а = 0 are soluţie unică; 
altfel spus: orice impártire in care numitorul este diferit 
de 0 este posibilă. 


148. 1) Rezultă din problema precedentă şi din observa- 
tia de la problema 136. 

2) Fie r, = 1, Fa, rs, ..., г. numerele mai mici ca m 
51 prime cu m (reprezentanţi ai claselor ce conţin numere 
prime cu modulul). Din (r,, m) = 1 şi (r, m) = 1 rezultă 
(rirj, m) = 1 deci înmulțirea este lege p compoziție 


1 )? 
internă. Fie а unul din aceste numere (a, m) = 1. 
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Produsele агу, ar,,..., ar, sint în clase distincte 
(căci, conform pr. 146, toate produsele а · 1,a: 2, ...,a- 
- m sint în clase distincte). Deci aceste o produse consti- 
{ше un alt sistem de reprezentanţi ai tuturor claselor cu 
numere prime cu modulul. 

Ecuația a- x = г are o soluţie $1 numai una. 

Cînd m = p, prim, regăsim punctul 1 al problemei. 

Exemplu: m = С Clasele си numere prime си modu- 
lul sint: 1, 2, d. 8, 11, 13, 14. Pentru a rezolva, 
de TN AES 7 х = 2, facem toate inmultirile 


Job €, oko 4:9 4358. 4540. 23139. 7 VAL 
7 144 43. 4 M 2 1 8 


.. Citim că ecuația 7+ z = 2 are soluţia z = 11, ecuaţia 
7-z= 1 are soluţia x = 13 etc. 


149. Există z, astfel cu z, fa = b. Avem b * e = (z, * 
SQ) А t ey m tue 

Nu există două elemente neutre; dacă și e, si e, ar fi 
neutre, am avea е, * e, = e, (căci e, este neutru) şi e,* 
* e, = e,(cáci e, este neutru), decie, = eé,(= 0, * e,). 

Solutia ecuației a * x = b este unică: x = a' * b — 
căci a *(a' *b)— (a*a') *b—e*b-—b. Dacă r, 
verifică ecuaţia, adică a * z, = b, inmultind cu a”, ob- 
ținem а’ * (а * дула: tb m i= t5. deer xi = x. 

In particular, inversul unui element este unic, căci 
51 ecuația a * x = e are soluţie unică. 


150. Produsul claselor este independent de reprezentanții 
cu care lucrăm (problema 136). Vom face produsul cia- 


selor 1-2 ...p — 1 : 1) luînd ca reprezentanţi numerele 
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1, 2,..., p — 1; 2) numerele a: 1. a-2,..., a-(p — 1) 
(care reprezintă aceleaşi clase în altă ordine). Cele două 
produse vor fi în aceeaşi clasă 
a-1-a:2...a:(p—1)=1:2... -(p— 1) (mod p) 
deci 
(p — 1)! (a?! —1) = p : e (diferenţa este un multiplu 
de p) 
insă (p — 1) ! nu contine factorul p. Rezultă cá a^! — 
— Mp, ceea ce se mai scrie 
Oricare ar fi a, (а, p) = 1, a?! = 1 (p) 
Aceasla este teorema lui Fermat. 
Ea mai poate fi enuntatá astfel: oriceclasá de resturi 
modulo p, afará de 0, la puterea p — 1 este clasa 1. 
Inmultind relaţia a?- — 1 — Mp cu a, obţinem 


а? — a = Mp 


relaţie care este adevărată pentru orice a (şi în cazul cind 
a este un Mp). 


151. Din relaţia (z + 1)? = z? + 1 (p) rezultá că dacă 
x? = x (p) atunci si (z + 1) = z + 1 (p). Insă în 
mod evident, 1Р==1 (p). Deci pentru orice z, x? = x (p). 


152. Fie r, = 1, r,,..., Tọ resturile prime cu m sia 


unul din ele. Produsele 


агу, ar, , ..., ar 


) Ф 
constituie un alt sistem de reprezentanţi ai claselor de 
resturi prime cu modulul. Făcind produsul acestor clase 


în două moduri, obținem 
a? ТР... r, == Гү»... Tç (m) 


rir, ... Te (a? — 1) = 0 (m) 
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m divide produsul din membrul I; dar nici un factor 

al lui m nu se află în rir, ... rọ; rezultă că a? — 1 este 

divizibil cu m, a? — 1 = 0 (m) sau a° = 1 (m). 
Întrucit numărul ф depinde de m, îl vom nota ọ 

(т). Obtinem 

Teorema lui Euler. Dacă (a, m) = 1, atunci a9?) = 1 (т). 


E s c =O -FI Y 


153. Fie a,, а,, ..., a, elementele grupului, * legea de 
compozil ie, şi a unul din ele, pe care il compunem cu toate 
elementele 


q: “фы d. 5 05... 0*0, 


Aceste „produse“ reprezintă toate elementele grupului 
(în altă ordine). În adevăr, există un astfel de produs egal 
cu а,, căci ecuația а * x = а; are soluţie. (Soluţia este 
unică, pentru că avem n produse, fiecare egal cu unul 
din cele n elemente, dacă unul din ele ar fi scris de două 
ori, nu ar fi scrise toate). 

Avem deci 


* * * * * š ЕЖ * 
(ача уат) таа уау Ta usta. 
п Ж ж ж — * * 
a” *(a1*a,...*a,) = (а, *...*a,) 
unde a *a a fost notat a?; a? * а a fost notat a? etc. 
Relaţia arată că an = e. 
Pentru orice element a al unui grup de ordinul n, a^ = e. 


Teoremele Fermat si Euler sint cazuri particulare ale 


acestei teoreme generale. 209 


colecția cristal $ colecţia cristal € colecţia eristal 


210 


154. 
2. o ^ 5 6 79 9 10 11 12 


| 

1 

2 

3 9 1 

4 3 12 9 10 1 

5.12 8 1 

6 10 8 9 2.12 7 35 ^ 11 1 
7 10 5 911 12 6 3 4 2 1 
8 12 5 1 

9 3 4 

10 9 12 3 4 1 

11 4 5 3 712 2 9 8 10 6 1 
12 1 


155. Fie an+1 prima putere egală cu una anterioară, adică 
а, а?, а?, ..., a" sint distincte, iar a"*! = a", unde 
| < m < n. 

Dacă am avea m > 1, ar rezulta а" * a = а"! * q, 
decia" = am-1, contrar ipotezeicá a, a?,...,a" sint dis- 
tincte. Rezultă cá m = 1; ant! = a, deci a" = e (ele- 
mentul neutru) c.c.t.d. 

Spunem că a aparține exponentului n. 

De exemplu, în tablou, 4 ap. exp. б, iar 2 ap. exp. 12. 
156. Dacă a ap. exp. n, n este un divizor al lui p — i. 
În adevăr а?-1 = 1 (cf. t. lui Fermat); deoarece a, a? , ... 
... a” = 1, аі = а, qn = а?, ... rezullă cá vom mai 
avea 1 pentru exp. 2 n, 3 n, ... deci p — 1 este multiplu 
de n. 
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157. Să ne fixàm atenţia asupra puterilor lui 2 (mod. 13). 
Să facem produsele 8-12; 8 - 7. Avem 8 = 22; 12 = 
== 293 decl Ssl => 29— 55. 9 225 7 2 deci 
8:7 = 214 — 2? = 4, Fie împărțirile 7 :6; 3 : 6. Avem 
qu PL ue Do decl 770. == Де 02:9 ан 
dol 3 20 дэ ЛОУ = =], 

Calculul este foarte asemánátor cu calculul cu loga- 
ritmi. Dacă 2* = k, spunem cá z este indicele lui k (no- 
tiune analoagă cu cea de logaritm: 102 = 100; 2 este lo- 
earitmul lui 100). Pentru а face o înmulţire, de exemplu 
8 :12, 1) căutăm indicii; 2) facem suma lor; 3) căutăm 
ce element are ca indice această sumă. Dacă în loc de 
„indice“ scriem „logaritm“, avem regula de înmulţire a 
două numere cu ajutorul logaritmilor. 


158. Fie R rădăcina primitivă şi R° = k. Pentru a găsi 
puterile lui k, luăm şirul multiplilor lui a și resturile 
lor în împărțirea prinp — 1.Cf. рг. 146,dacá (a, p — 1)— 
== 1, obtinem toate elementele, deci in acest caz Kk este 
rădăcină primitivă. Deci există e (p — 1) rădăcini primi- 
tive. 


159. Din 255 — 2% rezultă 54 == (mod. 12). 

Sirul primilor 12 multipli ai lui 5 parcurg toate cla- 
sele mod. 12, deci va fi unul si numai unul într-o clasă 
dată. 

[2cualia x? = a o scriem 225 = 2%, Deoarece (3, 12) = 
= 3, multiplii lui 3 parcurg numai clasele cu numere mul- 
tipli de 3 


3.1 3-2 3-3 3-4 3.5 3.6 3-7 3.8. 3.9 3-10 3-11 3-12 
3 6 9 12 15 18 21 24 27 30 33 36 
3 6 9 0 3 6 9 0 3 б 9 0 
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SOL UTTA 
Exemplu: z? = 5; 28 = 29. Rezultă £ = З sau 7 sau 
11 adică x = 8 sau 11 sau 7. 
Analog in cazul general. 


p-—1 2—1 


160. x * = 1 sau z ? =р—1 (p). 


Rezultă din teorema lui Fermat. Avem z2-1=1 (р), 


deci [^ ] ox 1) p ` e. 


Diferența numerelor din cele două paranteze este 
2; deci (pentru р > 2) sau unul sau celălalt este multiplu 
de p. 


161. Dacă x < Р ŞI 21 = p — z > Ё, avem 2? = 
= xš (р). Dacă z < Z și P £ ху, Z2 si Z? nu pot 
= Tj (р). y 8v «X. Æ Тү, Z° ȘI 21 nu p 

. A • 2 ` е 9 = - 
fi în aceeași clasă, căci z? — x, = (x — z,)(x + xj) si 


пісі una din paranteze nu are factorul p, căci = — x, < p, 
Z + z, < p. 


Așadar, pentru 1 < + < >— 


1 . : : 
; valorile lui x? sint 


în clase distincte. Pentru P t 1 « zr < p — 1, clasele 


lui z? sint cele din primul caz în ordine inversă. 

Nolă. Elementele a pentru care x? = a (p) are soluţii 
se numesc resturi patratice. Celelalte, nonresturi. 

iesturile patratice au indici pari, lar nonresturile 
indici impari. 

În cazul p = 13, resturile patratice sint 2*, unde 
К = 2, 4, 6, 8, 10, 12, adică: 4, 3, 12, 9, 10, 1. 
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Rezultă că produsul a două resturi sau a două nonres- 
turi este rest (are indice par), pe cind produsul între un 
rest și un nonrest este nonrest (are indice impar). 


162. Cf. pr. 160, la exp. 21 se află elementelep — 1 


și 1. Dacă p = 4k +1, atunci pe este par, decip —1 


avind indice par este rest patratic. Dacă p = 4k + 3, 
p —1 . š 
жт este impar, deci p — 1 este nonrest. 

Interpretare. Numărul 2? + 1 nu poate avea factori 
primi impari decit de forma p = ^ k + 1, căci dacă 
x? + 1 = Мр, x? = Mp + p— 1 şi р— 1 este rest 
patratic. 

El poate avea şi factorul 2, dar nu la exponent mai 
mare ca 1, căci dacă z = 2 m + 1, x? + 1 = 4 m (m + 
+ 1) +2=2. [2m (m +A 1) + 1J=2:L. 

Dacă r este rest si p — 1 este rest (nonrest), produsul 
lor p — r va fi rest (respectiv nonrest). 


163. Lemă. Dacă a? + b? = cp (1) şi A? 4- В? = С.р 
(2), unde (a, b) şi (A, B) nu sint Mp, avem 
cCp? = (aA + bBy* + (aD + БА)? (3) 


Să arătăm cá sau cu semnul superior sau cu celălalt, 
putem simplifica prin p?. Inmultind (1) cu B? si(2) cu pa 
si scázind, 


a?B? — bA? = cp B? — Cpb? = Mp; 
(aB + bA) (aB — bA) = Mp. 


Numerele aP + bA şiaB — bA nu au ambele factorul p, 
căci suma lor este 2aB, care nu е Mp (căci dim a = Мр, 
prin (1) ar rezulta b = Mp contrar ipotezei (a, b) Æ 
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SOLUTIA 
Mp). Rezultă că unul din ele este Mp. Din (3) rezultă că 
dacă aD + bA = Mp, atunci şi аА — bB este Mp și 
putem simplilica prin p2. Analog în al 2-lea caz. 

Dacă în (1), p este la o putere mai mare, tot prin p? 
putem simplifica, deoarece cp* B? — Cpb? = Mp (fără 
a fi Mp?). 

Obtinem prin simplificare cu p 


cC = a? + p? 


relatie care, eventual, mai poate fi simplificatá. Spunem 
cá am eliminat factorul p. 


Fie à?--1— p,p, ... p p (A) şi A4? + В = р, (2) 


Aplicind lema, eventual de mai multe ori, dacá p, 
си Ја о putere mai таге, vom obtine о relatie 'de forma 
x? + 8? = ps ... p,- p. Împreună cu relatia 45 + В; = 
= pa, aplieind lema, eliminăm тре p, etc., ріпа ajungem 
la relaţia p = oa? + КЗ 

Scrierea este unică, deoarece din p = а? + b? $1 
р = A? + D? prin aplicarea lemei am ajunge Ја 1 = 
Eg 

E uşor de văzut cá și dacă p, = 2, simplificarea se 
poate face. | 

Note. 1) Din р, = a? + b? şi p, = A? + В?, rezultă 
că рур» poate [i scris ca sumă de patrate în două moduri, 
apoi pipsps în patru moduri etc. De asemenea p?, p? etc. 
pot fi scrise ca sume de două patrate în mod unic. 

2) Evident, dacă р = 4 k + 3, el nu poate fi scris 
а? + b°, căci cu a par $1 b impar obţinem а? + 5? = 
= МА Г is 

3) Numárul a? + b? cu (a, b) = 1 are numai factori 
primi de forma 4 К + 1. În adevăr, fie a? + b = Mp, 
b? = Mp + r; rezultă a? == Mp — r. СЇ. pr. 162, nu 
putem avea r rest 81р — r rest decit dacă p = 4 k + 1. 
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164. Avem 13 = 3? + 22; 13 = (3 + 20) (3 — 2). 
13 NU este număr prim. Cf. pr. 163, numărul 2 și 
numerele prime р = & k + 1 NU sint prime în inelul 
lui Gauss. 

Numerele prime de forma p = 4 k + 3 sint prime și 
în inelul lui Gauss. În adevăr, din p = (a +`bi) (c + di) 
rezultă 

p? = (a? + b?) (c2 + 42). Nu pulem avea p = a? + 
-- 0°. Din p? = a? + b?, rezultă c? + d = 1 (c = + 
+ 1. d = 0 sau c = 0, d = + 1) ceea ce arată са c + 
-- 4t ar fi o unitate a inelului. Nu am avea o descompu- 
nere in factori divizori proprii. 

Dacă p = 4 k + 4, p = a? + b? = (a + bi) (a — bi). 
Numărul a + bi este prim (de asemenea a — bi). În 
adevăr, (a, b) = 1, deci a + bi nu este divizibil cu niei 
un intreg obișnuit. Din a + bi = (c + di) (e + fi) ar 
rezulta a? + b? = (c? + d?) (е? + f?) = p, ceea ce con- 
duce, ca mai sus, la concluzia cá un factor este unitate 
și celălalt tot divizor impropriu. 

Numere prime în inelul lui Gauss sînt numerele prime 
reale de forma 4 k + 3 și numerele complexe in care 
se descompun numerele prime de lorma p = 4k + 1 
sau 2 = (14-1) (1 — 1). 

in afară de acestea nu mai sint altele. În adevăr, fie 
z= А + Bi cu (A, B) = 1; cf. pr. 163, A? + В? are 
numai factori primi de forna p = ^ k + 1; fie p = a? + 
+ b? unul din ei. Avem 


A + Bi Е анаа Ы 
а + Ы р р 

+ ) == A > 
A 20 = a.À — bD +i aD + bA 
а — бї р р 


colectia cristal $ eoleetia cristal $ coleetia cristal 


21: 


SOLUTIA 
СЇ. lemei de la solutia 163, unul din aceste cituri este 


întreg, deci А + Bi este divizibil sau cu а + bt sau cu 
а — bi. 


165. Fie z = t (A + Bi), (A, B) = 1. 

Numărul real t ЇЇ descompunem în factori primi reali, 
în loc de 2 scriem (1 + z) (1 — ғ) sau — г (1 + 22); 
factorii primi de forma 4k + 3 ii lăsăm asa, pe cei de 
forma 4k A+ 1 = а? + b? îi descompunem în a + bi 
şi a — bi (care sint numere prime distincte, nu se obţine 
unul din altul prin înmulţire cu o unitate). Rămine să 
descompunem pe A + Bi. Descompunem în factori primi 
reali pe A? + В?. 


А? + B? = рр»... Dh. 


Scriem numărul p, (care este de forma 4k + 1 sub 
forma a? + b?. Arátám ca şi la soluţia pr. 164 că A + 
+ Bi este divizibil sau cu a + bi sau cu a — bi. Facem 
împărţirea şi cu citul procedăm analog. 
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ALTE PROBLEME 


Dăm mai jos citeva probleme la care nu mai specifi- 
căm tipul; lăsăm cititorului plăcerea de a reflecta asu- 
pra caracterului problemei. 

De asemenea, nu mai despártim enunţul de ..Cum 
eindim* sau de „Solutie“. Contám pe faptul că cititorul 
s-a deprins sd întrerupă lectura pentru a căuta intii 
singur şi s-a convins despre importanţa acestui mod de 
lucru. Mod de lucru care trebuie menţinut si in studiul 
oricărei expuneri matematice — nu numai al culegerilor 
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de probleme. El este util şi datorită faptului că multe 
tratate, pentru a realiza o expunere economică, mărginilă 
la ceca ce este esenţial din punct de vedere pur logic, 
nu mai arată cum s-a pus problema sau cum gindim cind 
dibuim în procesul de căuiare a soluţiei. Operații foarte 
importante pentru înţelegerea profundă a lucrurilor şi 
pe care trebuie să le facă cititorul singur. 


166. La un congres au fost n oameni, dar nu fiecare 
din ei a dat mina cu toti ceilalţi. Să se arate că numărul 
acelora care au realizat un număr impar de stringeri de 
mînă este par. 

Solutie. La fiecare „A şi B şi-au dat тіпа“ se realizează 
două stringeri de mină. Deci numărul total de stringeri 
de mînă s este par. Dacă socotim pe indivizi, unul a dat 


mina de p, ori, altul de р» ori ..., (p, numere раге), 
un altul Po ù ori, altul de 1, ori ..., A: numere impare); 
Pı Pa + an c ы = s (par). 


Numărul termenilor i este par. 


167. Avem două cartonașe, unul cu ambele fete albe, 
celălalt cu o faţă roşie şi una albă. Se ia din sac unul la 
intimplare şi se așază pe masă. Vedem că fata de deasu- 
pra este albă. Care este probabilitatea ca pe cealaltă 
fată să fie roşu) 

Cum gindim. Pe a doua faţă ar putea fi alb sau roșu; 


м ` . 1 
două cazuri. Deci p = — . Ar fi prea simplu ca să con- 


stituie o problemă. Am Я toale cazurile posibile — 
egal de probabile între ele? 
Solutie. Fie a}. a, cele două fete ale cartonului alb, şt 
a, r ale celuilalt. 

Cazuri posibile: 1) să scoatem primul carton s) să-l 
aşezăm cu а, deasupra; 2) idem, cu a, deasupra; 3) al 
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doilea carton cu a deasupra; 4) idem си r deasupra. 
Acestea sint egal de probabile. Stim că s-a realizat unul 
din primele 3 cazuri; unul din aceste 3 cazuri este „favo- 


rabil“ (al 3-lea). Deci p = = A 


Notă. Problema atrage atenția asupra necesității con- 
ditiei „egal de probabil“. 


168. Avem trei feluri de vase: de^, de 5 şi de 8 litri capa- 
citate. Nu stim cîte sint din fiecare fel — aceasta se cere 
să aflăm noi, ştiind cà în total sint 138 de vase; încap in 
ele 748 litri de apă; numărul vaselor de 5 litri este cu 10 
mai mare decit dublul numărului vaselor de 8 liri. 
Problemă de pedagogie: să se dea o metodă de rezol- 
vare accesibilă unui copil care nu a învățat încă algebra. 
Cum gîndim. Deoarece copilul nu ştie algebră şi intrucit 
el gîndeşte mai uşor aspectele concrete, să concretizăm 
— pe cit posib1l — prin figuri atit ecuaţiile, cît și operaţiile 
pe care le facem pentru rezolvarea sistemului. 
Solufie. Figura 60 tine în atenţie condiţiile problemei. 
Faptul că cele de 5 sint cu 10 mai multe ca dublul celor 
de 8, il figurám astfel: lingă fiecare vas de 8 punem 2 
vase de 5, apoi mai punem încă 10 vase de 5 „singure“. 
Acum să turnăm apă în ele. Turnám intii in cele 10, 
pentru că știm numărul lor; turnăm deci 5 · 10 = 50 
litri. Să umplem restul. Problema devine: 128 vase. 
încap 698 litri, cele de 5 de 2 ori mai multe ca cele de 8 
(pe figurá de la linia punctatá in stinga). Sá turnám in 
ele ара. In care? Nu mai stim cite sint de un anumit fel; 
de aceea turnám în toate cite 4 litri. 4 litri x 128 = 512 
litri. Rámin 698 — 512—186 litri, cu care trebuie să 
completăm vasele de 5 si pe cele de 8. Avem mai multe 
grupe, compuse fiecare din 2 vase de 5 și unul de 8:in 
fiecare grupá mai turnám 1 + 1 + 4 = 6 litri. Turnám 
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Fig. 60 


în total 186 litri. Cite grupe sint? 186 :6 = 51. Deci 
sînt 31 vase de 8; 62 vase de 5, la care adăugăm ре cele 
10 umplute la început: 72; гатїп 138 — 31 — 72 = 35 
(vase de 4). 


169. Dacă elevii dintr-o clasă se aşază cite 2 în bancă, 
rămîn 14 elevi în picioare. Dacă se aşază cite 3 în bancă, 
3 bănci rámin libere. 

Să se explice unui elev care nu știe algebră, cum să 
afle citi elevi si cite bănci erau. 
Solufie. Figura 61. Eliberám 3 bănci sculind în picioare 
pe cei 6 ocupanti. Acum sint în picioare 14 + 6 = 20 
de elevi. care trebuie asezati cite unul in fiecare bancá, 
in care erau deja cite 2 elevi. Deci acum sint: bánci ocu- 
pate 20 si libere 3. Total 23 bănci. Elevi: 20-3 = 60. 
(Sau: 23-2 + 14 = 60, ceea ce constituie proba). 
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170. Pentru ce valori ale lui п (număr natural) poate fi 
on + 3 5 
11 n + 8 | 


- ° ° а ` ` ° . = е P 
Cum gindim. Pentru са fract c sá poatá f1 simplificatá, 


simplificată fractia x = 


trebuie ca а și b să aibă un divizor comun. În problemă, 
a şi b sint variabili o dată cu n. Cum să găsim divizorul 
comun a două numere variabile? 
Ideea. Dacă a si b au un divizor comun d, adică а = d: a, 
beg utbs, acesta divide și numărul ka + hb (= 2: 
- (ka, + hb,). Incomod este faptul cá a şi b sint varia- 
bile; ideea este să alegem pe k si À astfel încît ka + hb 
să nu mai depindă de n. 
Solutie. Avem 5b — 11a = 7. Deci dacă a şi b au un 
d.c. +1, acesta nu poate fi decit 7. Problema devine: 
pentru ce n, 5n + 3 = 7Ё? Această condiţie este şi sufi- 
cientă: dacă а = M7, 5b = 11a +7 este şi el M7, 
deci şi b = М7. 
Pentru a rezolva ecuaţia 5n + 3 = 7k, încercăm 
= 0, 1, 2, 3, 4. 5, 6. Găsim n = 5. Orice număr n 
lin clasa de rest 5 modulo 7 — si numai din această 
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clasă — răspunde la problemă. Soluţia generală: n = 
== fe A OU). L. 2 s). 


171. Aceeaşi problemă pentru < = x sad 
b 7n? + 20 
Solutie. Aplicăm aceeaşi metodă. Avem 35 — 7a = 130. 
Divizorul comun al numerelor a si b divide pe 130. 
Numárul a — 3 n? — 10 se divide cu 2 sau 5, dacà 51 
numai dacă n se divide. Sá vedem pentru co n. 2 n?— 
— 10 = M 13. Încercăm cu n = M 13 + 1, + 2, + 3, 
+ 4, + 5, + 6. Găsim cà pentru n = 13 À + 5. 
- Ы а n? + 2n 
172. Aceeaşi problemă pentru — = ——————— 
b n + Зп? + 1 
Solutie. Avem b — na = п? + 1. Dacă a $1 b au un d.c., 
acesta divide si pe z? + 1. Dar а = n (n? + 2). Putem 
găsi un n astfel ca n (n? + 2) si n? + 1 să aibă un d.c.? 
Numerele n? + 1 51 n? + 2 sint consecutive, deci sint 
prime între ele. Numerele n și п? — 1 sint tot prime între 
ele (dacă ar avea ca d.c. pe d, acesta ar divule şi pe 
n? -- 1 — n: n = 1). 
Așadar, pentru orice n fractia dată este ireductibilă. 


173. Dacă n puncte din plan nu sint situate pe aceeaşi 
dreaptă, există (cel puţin) o dreaptă care contine numat 
două din cele n puncte (J. Sylvester). 

Ideea. Гета. Considerăm 3 puncte pe o dreaptă Р,, 
P,, P, şi un punct P, în afara ei (fig. 62). Fie Q proiecția 
lui P, pe dreaptă. Cel puţin două din cele 3 puncte sînt 
de aceeași parte a lui Q, eventual unul confundat cu Q. 
Dacă avem configuraţia din figura 62, distanta de Ја Р, 
la dreapta P, P, este mai mică decit distanța de la Q 
la acea dreaptă, deci şi mai mică decit Р,0. 
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Solutie. Considerăm dreptele distincte între ele care con- 
lin (cel puţin) două puncte din cele n date. Ele sint evi- 
dent în număr finit. Din fiecare punct P; dat (i = 1,2,...,n) 
ducem perpendiculare pe fiecare dreaptă ce nu trece prin 
P,. Multimea lor (d,, do, ... dp} e finită (căci şi punctele 
şi dreptele sint în număr finit) şi nu este vidă (căci nu 
toate punctele sint pe aceeaşi dreaptă). Fie dm cea mai 
mică din ele, dm Să, dacă i -E m, i = 1, 2, ... k. Con- 
form lemei, dreapta pe care a fost dusá perpendiculara 
dm contine numai două puncte, din cele n date (dacă 
ar contine mai multe de două, ar exista un d < @„). 


174. Notăm cu O, G, H centrul, centrul de greutate, orto- 


centrul triunghiului ABC. 


_ — — — 
Să se demonstreze cà V = 3- 0G— OH este vectorul 


nul. Consecintá. 
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ү — =>» 
Cum gîndim. Conform problemei 79, 3. OG = OA + 


AT, кл: кы ! б 
+ OB + OC. Vectorul V apare deci са о sumă de patru 
vectori. Să folosim asociativilatea sumei. Avem, de 


exemplu. OB 4. ОС = 2.0А' (A' mijlocul lui БС) şi 


Rezultă de aici cá V = О? 
Ideea. Din expresia y —2.04' + HÀ rezultă numai că 
dacă V = О, avem V | BC (căci şi OA' si HA sint | pe 
БС). Dar dacă am fi asociat și in alt mod termenii lui V? 
Solutie. Dacă V Æ О, V | BC. Dar cu totul analog ar 
rezulta si V | "4 51 V _| AB. Nu este posibil ca acelaşi 


vector să fie perpendicular pe toate laturile triunghiului. 
Rezultă cá V = O. 


Interpretare. Relația 3- Об = ОЙ arată că punctele 
О, G, H sint colineare şi OH = 3- Об. 


175. Să se demonstreze că punctele O,G,H sint colineare, 
elementar (fără a folosi vectori). 
Cum gîndim. Putem gindi în mai multe moduri (fig. 03). 
1. Unim pe O cu G şi separat (căci nu ştim încă dacă 
punctele sint colineare) pe G cu H. Să arătăm că tri- 
unghiurile ОСА’ si HGA sint asemenea — de unde rezultă 
egalitatea unghiurilor din G (deci va trebui folosit un 
criteriu in care intră și laturi). 
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Fig. 63 


2. Prelungim pe OG pînă in K, astfel ca GK = 2 OG. 
Arătăm că punctul K este pe înălțime. 

3. Considerăm punctul A” diametral opus lui A pe 
cercul circumscris. Arátám că simetricul lui Н faţă de A’ 
este А”. 


Solutie. 1. Pentru a arăta cá OGA' ~ HGA, ştiind cá 


MN AN . . . 
GA'O = GAH si cá GA = 2GA', este suficient să arătăm 
cá si HA = 2 OA”. Aceasta este o nouă problemă — mai 
simplă — la care s-a redus problema dată. 
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2. Avem ОСА’ ~ KGA, prin construcţie. Rezultă 


[N e 
GA'O = САК, deci AK [|] OA', adică AK | BC; punc- 
tul K este pe ináltimea din A. 

Este el chiar punctul H? 

Cu totul analog demonstrăm că punctul A este 51 pe 
ináltimea din B, deci K = МН. In fond, nici nu mat 
este nevoie de o demonstraţie. Cind am demonstrat că 
punctul K este pe înălțimea din A, am demonstrat în 
fond că este pe o înălțime, oricare. 

3. Figura HBA"C este paralelogram (căci BH | 
| AC; А”С | AC, BH || A"C; analog CH || A"D). 

Rezultă că diagonala HA" taie pe BC în A' şi HA' = 
= A'A”. 

În triunghiul АНА”, AA' este mediană, HO este 
mediană. Ele se taie într-un punct situat pe AA” la Í de 


A, adică — deoarece AA’ este mediană şi în triunghiul 
ABC — in G. 

Notá. Dreapta OGH se numeste dreapta lui Euler. 

Dintre demonstrațiile date, cea mal elementară 
este a treia, căci o putem da înainte de afi trecut la stu- 
diul asemănării; ea presupune un cuantum mai restrins 
de cunoștințe anterioare. Este drept cá e mai ascunsă; 
ea а fost găsită probabil fără a se cunoaşte concluzia, 
judecînd sintetic: ce s-ar putea deduce din considerarea 
punctului A”. 

Din figura considerată pot fi deduse şi alte proprietăţi. 
De exemplu? 


176. Soluţia 1 de la problema precedentă nu este com- 
pletă. A mai rămas de demonstrat că AH = 2 04. 
Aceasta rezultă din soluţia 2. Dar direct? 
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Ideea. Triunghiurile AHB si A'OB' sint asemenea (ra- 
port de asemănare: 2). 


177. Fie о mijlocul segmentului HO (notaţiile din pr. 


175, fig. 63). Sá se arate cá oA’ = Í В (В, raza cercului 


ABC). Prin ce puncte remarcabile mai trece cercul de 
UE 
centru о şi rază - R? 
2 


Solutie. o A' este linie mijlocie in triunghiul HOA", 
deci А” = ОА" = 7 R. Cu totul analog, fără a 


mai fi nevoie de demonstrație (dar şi fără a fi interzis să 


о dăm) oB' = LR, oC = 1 R. 
2 2 

Fie A, piciorul înălţimii din A. Punctul о este pe 
mediatoarea lui A,4', deci Ау = oA’ = = В. 

Fie A, mijlocul lui AH. Segmentul wA, este linie 
mijlocie în triunghiul OHA, deci oA, = „ОА 2 n 

Concluzie: mijloacele laturilor, picioarele ináltimilor, 
mijloacele segmentelor ce unesc ortocentrul cu virfurile 
triunghiului sint 9 puncte pe acelaşi cerc (cu centrul la 


mijlocul lui HO şi cu raza = R). 
Acesta este cercul lui Euler. 
178. Să se arate că locul geometric al punctelor М pentru 
care 
MA? + kM B? = e° 


unde A, P sint două puncte date, k este un număr real 
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diferit de — 1, 51 c un segment с > | : a : · AB, este 


un cerc. Sá 1 se determine centrul si raza. 
Cum gîndim. Locul este simetric faţă de AB. Dacă locul 
este cerc, centrul lui (0) se află pe dreapta AB. 

Fie O un punct pe AB. Avem (fig. 64): 


— — — — — — 
MA = MO + ОА ; MB = MO + OB. 


Putem alege pe О asa fel incit conditia риза de problemá 
sá fie echivalentá cu OM — constant? 
Soluţie. Avem 
— —- 
MA? = MO? 4+ 2 MO- OA + ОА?; MB? = МО? 
— — 
+ 2 MO: OB + OB? 
— — 


МА? + ЕМВ? = (1 + k) MO? + 2 МО.(ОА + КОВ) + 
+ QA? + КОВ? 
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Alegem pe О astfel încît ОА + k: ОВ = 0 
Condiţia — devine echivalentă cu 


MO: =- 


= (ОА? + КОВ?) 
Fie AB = а. Din O JÄ +k КОЁ = 0 rezultă 
— — — 
ОА? = k? OB? si AB = AÖ + ОВ = (k + 1) OB, 
deci ОВ =- Ti^ de unde OA? + КОВ? =k (Kk + 1) 


0B? ——* a? 
k + | 
Locul este cercul cu centrul în O, determinat de соп- 


ditia OA + КОВ = О şi cu patratul razei egal cu 


1++К 


2 __ К 2 
(° k + 1 ub 
Pentru k — 1, centrul estela mijlocul segmentului AB. 


179. Locul geometrie al punctelor M, cu proprietatea 


"Tim k +1, A 51 B fiind puncte fixe, k un număr pozi- 
tiv dat. 
Cum gindim. Sá facem, de pildá, figura pentru k — 2 
(fig. 65). 


Două puncte ale locului (şi numai două) sint pe dreapta 
AB: punctul I între A şi В, astfel că А] = k: IB, punc- 


tul J în afara segmentului AB, astfel ca JA = k- JB. 

Există puncte M ale locului în afara dreptei AB (un 
cerc cu centrul В, cu r > ВІ, un cerc cu centrul А şi 
raza К · г). 
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| В J Fig. 65 


| 


Deci locul este simetric faţă de AB. Construind cîteva 
puncte, intuim că locul este cercul de diametru 17. 


Dacă vrem să lucrăm cu vectori, ţinem seama că 
punctele acestui cerc sînt caracterizate de relaţia MI - 
— N 
- MJ = О (ceea ce înseamnă IMJ = 90%). 
Problema devine 
— — 
МА = КМВ == MI: MJ = О. 
б . чаг . — € . 
Ideea. Să exprimăm vectorii MI si MJ în funcţie de 
— —- 
MA si MB. 
— — —- 
Solutie. Avem MI = MA + AI 
— — —> —> — 
MI = MB BI şi AI = k- IB 
— — — 
Rezultă (1 + А) MI = MA + k- MB 
— — — 
Analog (| — k) MJ = MA — ЕМВ. Deci 


— — 
(1 — k?) MI- MJ = МА? — k? MP? 
230 Însă МА = КМВ => МА? = КМВ? 
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Deoarece k — 1, 
-— — 
Mi- MJ = О => MA = ЕМВ. 


180. Se dà un triunghi echilateral А,В,С, $1 trei unghiuri 
A, B, C, a căror sumă este 180°. Se construieşte tri- 


unghiul A B,C, cu unghiurile АС,В, = 60? + " „ABC, = 
= 60 +, A şi A, de o parte si alta a dreptei BC. 
Analog, BA,C, = 60* + < | ВСА, — 60° + £ PUB. ss 
=60° +, CAB БОРЕ. 


Să se demonstreze că unghiul BAC este egal cu un- 
ghiul A dat şi cá dreptele AC, 51 AB, împart unghiul ВАС 
in trei unghiuri egale. Analog din В şi din С (fig. 66). 

Cum gîndim. Rezultá în mod imediat B,AC, = z 51 
analoagele. Deoarece în concluzie este vorba de unghiuri, 
căutăm să găsim diverse unghiuri ale figurii. Fie A; 


intersecția BC, x CB,; analog В,, C,. 


Avem AC,B = 360° — (60 +Ë) — 60° — (60 + 4) = 


is 180 — + — 180 s 120 +=. Analog, 
ВА,С = 120 + =, СВ,А = 120 +2. 


ACB, = АСВ, — (180 — AC,B) = 60+ = xol ee © у= 
— B+C Gs —4 


А,В,С, = 60 + © — (60 — =) = 5 60 -- = 
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DEEP 


Fig. 66 


Deci triunghiul А,В,С; este isoscel, cu unghiul din А, 
egal cu 60° +24. Analog, B,C,A, si C,A,B,. 


Rămine să demonstrăm cà BA, este bisectoarea 
unghiului C,BC şi analoagele. 
Solutie. Din A.C, = А,В, şi A,C, = А,В, rezultă cá 
AA, este mediatoarea lui В,С, şi deci bisectoarea un- 
ghiului ВА,С. 


Din BA,C — 60 +24 si BA,C = 120 + Í rezultă 


BA,C = 90° +5 BA,C, relaţie care arată cá A, este 
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punctul de intilnire al bisectoarelor în triunghiul 
ABC. (Dacă A, este la intersecţia bisectoarelor, rezultă 
relația; dacă A, se deplasează pe bisectoarea lui A, 
spre A, sau spre bază, unghiul scade, respectiv creşte. 
Deci numai dacă A, este şi pe bisectoarea unghiului 
ABC avem relaţia.) 


181. Trisectoarele unghiurilor unui triunghi oarecare 
ABC se intersectează (fig. 66) în punctele A,, Bi, С,. 
Să se demonstreze că triunghiul А,В,С, este echilateral 
(teorema lui F. Morley). 

Cum gindim. Folosim tot figura 66, dar acordind atentie 
ipotezei si concluziei: AB, si AC, sint  trisectoarele 
unghiului A, analog BC,, BA, si CA, CD,; trebuie sà 
demonstrăm că triunghiul A,B C: este echilateral. 

Ín ce mod sà Íolosim TEN precedentá, tinind 
seama de reciprocitatea celor două enunturi? 

Sá presupunem cá facem tot constructia din problema 
precedentă, folosind aceleaşi unghiuri А, B, C, dar 
pornind de la un triunghi echilateral mai mare (latura 
mărită de / ori). Fiecare triunghi pe care il construim 
va ауса latura de k ori mai mare, deci şi triunghiul final 
АВС. 

Dacă triunghiul echilateral de la care pornim este 

egal cu А,В,С, vom obţine un triunghi A"B"C" egal 
cu ABC. 
Solutie. Considerăm un triunghi echilateral A'B'C' 
avind B'C' = B,C,. Facem construcţia din problema 
precedentă, folosind unghiurile А,В,С ale triunghiului 
dat. Obtinem un triunghi A"B"C" egal cu triunghiul 
dat ABC. Suprapunindu-] peste ABC, trisectoarele vor 
coincide, deci A'B'C' se va suprapune peste A,B.C,, 
ceea ce arată cá А,В,С, este echilateral. 
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Observaţie. Teorema lui Morley este interesantă în 
primul rind prin enunţul ei: oricum ar fi triunghiul 
ABC, trisectoarele lui determină un triunghi echilateral. 

Să reflectăm insă şi asupra metodei de rezolvare. 
Atacată direct, soluția este foarte ascunsă — chiar dacă 
acceptăm să folosim şi trigonometria sau geometria ana- 
Пиеса. 

Am adoptat o metodă asemănătoare cu aceea а „тег- 
sului invers“: pornind de la un triunghi echilateral să 
facem o construcţie, care să ne conducă la triunghiul 
in care s-au dus trisectoarele. 


182. Considerăm ecuaţia generală de gradul doi în z s1 y, 
cu coeficienţi reali 
ах? + 2 bzy + су? + 2 dz + 2 ey + f = 0. 

În unele cazuri nu există пісі un punct cu coordonate 
reale care să o satisfacă (de ex. dacă ecuaţia este x? + 

+ y? — 4 = 0) sau există unul singur (de ex. dacă ecua- 
Vis este (x — 2y)? 4- ES — у — 3 =Q, ea e satisfăcută 
numai de x = 2, y = 

Să se afle ce ал trebuie sàindeplineascà соей- 
cientii, pentru ca ecuaţia să fie satisfăcută de mai multe 
puncte reale şi în ce condiţii curba are puncte la infinit. 
Cum gindim. Pentru fiecare x dat, ecuaţia devine o 
ecuație de gradul doi în y. Trebuie să existe valori ale 
lui r pentru care ecuaţia in у să aibă rădăcini reale. 
Solutie. Scriem ecuaţia sub forma 


су? + 2 (bz + е) у + ar + 2 ах + f = 0 
Dacă c = 0, y există pentru orice z = — LN 


b 
Dacă c = 0, obţinem 


y- [—(ф»+ е): E |z + o) — с (ax? + 2dz + f) | 
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Expresia de sub radical este 

E(x) = (b — ас) x? + 2(be — cd) z + e? — cf 

Curba reprezentativă a funcţiei (x) poate îi în unul 
din cazurile din figura 67. 

Cazurile 1, 2, 3 au loc pentru b? — ac > 0; curba 
are puncte 81 la —оо şi la+ co; în cazul 3 nu are puncte 
pentru 

gi I. 


Cazurile 4, 5, 6 au loc pentru b — ac < 0. 

In cazul 4 "curba are puncte (cite două) pentru orice z, 
quce uU E (pentru X = Фу ŞI ж = x, cele două puncte 
sint confundate). 

În cazul 5, există un singur punct care satisface 
ecuația; în cazul 6, nici unul. 

Cazul 7 are loc pentru b? — ac = 0 şi be — cd = 0. 
Dacă be — cd > 0, curba are puncte (cite două) pentru 
orice z, z > X, (confundate pentru z = z,). Dacă be — 
— cd < О, curba există între — со s1 z,. 

Cazul 8 are loc pentru b? — ас = 0, Бе — ed =Q si 
e? — ef < 0. Nu există puncte care satisfac ecuaţia. 

Cazul 9 are loc pentru b? — ас = 0, Бе — cd = 0 зї 
e2 — cf > 0. Curba constă din două drepte paralele cu 
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dreapta y = — 1 (ba + e) (confundate dacă şi е? — 
c 
— cf = 0) 


Revenim la cazul 2. Acesta are loc atunci cînd rădă- 
cinile ecuaţiei E(x) sint confundate, z, = 2, = я, adică 


(be — cd)? — (b? — ас) (e? — ef) = 0 


condiţie care poate fi scrisă 


a b d 
d e f 
În acest caz, E(x) = (b? — ac) (x — о)?, deci 
— 2—5 — ас (x — q) 
с с 


гееа се înseamnă două drepte care se întilnesc în punctul 
de abscisá z = х. 


183. Considerăm curba C — numită conică — reprezen- 
tată de ecuaţia 


ax? + 2bry + cy? + 24х + 2еу + f = 0 


Să se arate că o dreaptă oarecare o taie cel mult în 
două puncte. 

Să se arate că locul geometric al mijloacelor coardelor 
curbei paralele cu o direcţie dată este o dreaptă. 
Cum gîndim. Dacă A(z,, у,), B(z,, y.) sint două puncte 
variabile pe curba C, astfel încît AB păstrează o direcţie 
fixă, coeficientul unghiular al dreptei AB, m = 7: — 9^1, 

T, — Тү 

este constant. 
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Cu ajutorul condiţiilor care exprimă că A si В sint 
pe curbă şi al condiţiei m = constant, trebuie să găsim 
locul punctului M, mijlocul lui AB, avind coordonatele 


zı + т» i +9 
A A, VA, 


2 2 


Ideea. Punctele А si В fiind ре curbà, avem 

axi + 2bx,y, + cyi + 2dz, + 2ey + f = 0 

azš + 2Ьхь„у, + суў -- 2dz, + 2eya + f = 0 

Deoarece în problemă intervin diferențele z, — 2}, 

у» — y, Sisumele z, + 2z,, Ya + Yı, scădem aceste relaţii 
$1 căutăm... 
Solutie. Prin scăderea celor două relaţii, obţinem la 
toti termenii diferenţele si sumele de coordonate men- 
tionate cu excepţia celui în b. Căutăm să scriem şi dile- 
renta 2,0, — 210, în funcţie de z, — 2}, х„-- x, etc. 
Găsim 


д(ж»у» — 2101) = (Z, — 24) (Wa H Y1) + (zm, + x) 


(Y2 — V1) 
Scázind cele două relaţii şi apoi impártind peste tot cu 
A(r, — ху), — cazul z, = ху poate fi studiat direct — 


obtinem 
aX + bY + bmX > cmY + d + em = 0 


Relaţia fiind de gradul I în X $1 Y, punctul M (X, Y) 
descrie o dreaptă. Această dreaptă se numeşte diametrul 
conjugat direcției m. 

Dacă z, = z,, problema precedentă arată că diame- 
trul conjugat direcţiei Oy este dreapta bx + су + e =0. 

Observaţie. Punctele de intersecţie între o dreaptă 
Ax + By + С = 0 şi o conică dată se găsesc rezolvind 
sistemul format de ecuaţia conicei şi a dreptei. Elimi- 
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nind ре y între cele două ecuaţii (dacă B = 0), obținem 
o ecuaţie de gradul П în x. Ea poate avea două rădăcini 
complexe (chiar şi cînd conica are puncte reale — de 
exemplu o elipsă și o dreaptă exterioară ei). Dar şi în 


т x, -- 1 > A 
acest caz, X = ы ‚ Y =“ sint numere reale 


2 : 
(căci rădăcinile sint complexe conjugate). 

Putem lua în consideraţie si așa-zisele „puncte ima- 
ginare“ ale conicei. În problema de fatá vom considera 
„toate“ dreptele de direcţie dată, nu numai pe acelea 
саге taie efectiv conica; pe fiecare dreaptă mijlocul cear- 
dei este real. De aceea, prin diametru conjugat înțelegem 
о dreaptá şi nu un segment. 


181. Ce discuţii pot fi făcute în legătură cu problema 
precedentă? 

Cum gindim. Am găsit că fiind dată о conică, prin ecuaţia 
ei, unei direcții m îi corespunde un diametru conjugat, 
o dreaptă care reprezintă locul mijloacelor coardelor de 
direcție m. Ecuația lui poate fi scrisă 


az + by + d + m (bz + су-„е)=0 


O problemă interesantă este cum variază diametrul 
conjugat cînd m variază şi după modul cum variază să 
deducem genul conicei. O a doua problemă este să aflăm 
pentru ce m diametrul conjugat este perpendicular pe 
direcţia m. 

Solutie. Ecuația 


(1) az + by + d + m (bx + су + е) = 0 


unde 2 este un parametru reprezintă o dreaptă d, varia- 
bilă o dată cu m 
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Considerăm dreptele 


(d) _— az + by + d = 0 
(d) bz + cy + e —0 


Ele pot fi: 1. concurente, 2. paralele sau 3. confundate. 

1. Dreptele d, şi d, sînt concurente dacă ас — b? = 0; 
fie C(z,, Yo) punctul lor comun. (z,, y.) satisface şi ecualia 
(1); deci @ trece printr-un punct fix. Раса ducem dreapta 
de direcție m chiar prin (£o, yg), cele două puncte de 
intersecţie vor fi simetrice faţă de C (fig. 68). Aceasta, 
oricare ar fi т. Deci C este centru. de simetrie al conicii. 

Coeficientul unghiular al diametrului conjugat (т) 


а + mb 
b + mc 


este m’ = 


Relaţia care leagă pe m de m’ poate fi scrisă 
етт' + b(m + m')-- a = 0 (2) 
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Fig. 69 


| 


Ea este simetrică în m şi т'. Înseamnă că diametrul 
conjugat direcţiei m’ are direcţia m. Aceasta explică 
denumirea „conjugate“. Ducind prin С dreapta de direcţie 
m Şi pe cea de direcție m (fig. 68, a doua punctatá), una 
din ele (oricare) este diametrul conjugat al celeilalte. 

In ce caz doi diametri conjugati sînt orlogonali? 


тт' = — 1. Înlocuind în relaţia (2), 
b(m REA + а:— с = 0 
m 


bm? + (a — c) m —b = 0 (3) 


Ecuația (3) are două rădăcini reale m,, mM, al căror pro- 
dus este —1; ele corespund la două direcţii ortogonale, 
astfel că una e conjugata celeilalte. 

Din definiţie rezultă că acești doi diametri ortogo- 
nali sint axe de simetrie ale conicei (fig. 69). 

Dacă luăm axele de simetrie ca axe de coordonate, 
fată de aceste axe ecuaţia nu poate fi decit de forma 


940 AX? СҮ? + 2F = 0 (4) 
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— cu termeni in X nu ar mai fi simetrie faţă de OY; 
cu termeni in Y nu ar mai fi simetrie față de ОХ. 

Ecuația (4) poate reprezenta: 1) o elipsă dacă A şi C 
au acelaşi semn, reală dacă Ё are semn contrar lui A şi С, 
imaginară (lără nici un punct real) dacă / are acelaşi 
semn cu A şi C; 2) o iperbolă dacă A si sînt de semne 
contrare 51 F Æ 0; 3) două drepte dacă F = 0, reale dacă 
A şi C au semne contrare, imaginare cu un singur punct 
real dacă A şi C au același semn. 

În cazul 3) centrul conicei (punctul de concurenţă al 
dreptelor) se află pe conică. În adevăr, ecuaţia conicei 
poate fi scrisă 


z(az + by + d) + y(bx + ey + е) + (dz + ey + f) = 0 


(Z, Yo) anulează parantezele; dacă el e pe conică anulează 
și expresia dx + ey + f, cele З drepte obţinute prin 
egalarea parantezelor cu zero sint concurente, adică 
A — 0 (vezi prob. prec.). 
` * А b 
2. Dacă dreptele d, şi 4, sint paralele, avem = — 
с 
(ac — b? = 0). Amplificind al doilea raport cu m şi fácind 
suma numărătorilor pe suma numitorilor, obţinem 
a a + mb 


b ~ b+ me 


deci şi dreapta d va fi paralelă cu d, şi da. 
Ecuația (1) reprezintă în acest caz un fascicul de 


drepte paralele, direcţia comună fiind dată de m^ = — n ; 


` ` b s . . . . 
Dacă luăm m = —diametrul conjugat direcţiei m 


a 
va îi perpendicular pe ea $1 el va fi axă de simetrie a coni- 
cei. În acest caz conica este o parabolă sau este formată 
din două drepte paralele. 
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3. Dacă dreptele d, şi d, sint confundate, avem 


„ЖИ. Ж. ea 
b c e 
Ecuația (1) poate fi scrisă 


(az + by + d) (1 + km) = 


deci şi d se confundă cu d, s1 d3. 

În acest caz A = 0, conica reprezintă două drepte 
pàralele și diametrul conjugat oricărei direcţii este dreapta 
paralelă cu ele la egală distanţă. e pha 


185. Dacă printr-un punct fix 0, al unei conice nedegene- 
rate oarecare se duc coardele variabile OA, OB perpen- 
diculare una pe alta, dreapta АВ trece pr intr-un pano: 
fix. 

Cum gîndim. Unde poate fi acel punct fix? Тазйта, © 
poziție particulară a unghiului AOB. Dacă A se'apro- 
pie de О, la limită OA devine tangenta OT în O (fig. 70), 
iar ОВ, normala în acest caz, AB se confundă cu nor- 
mala. Problema devine: să arătăm că AB taie normala 
intr-un punct fix. 

Cum să ne alegem axele de coordonate? Ca sà nu tra: 
tăm separat cazul elipsei, parabolei etc., vom lucra cu 
ecuaţia generală însă vom alege OT ca axă Ох, și ON 
са axă Oy. Deci se pune subproblema: ceconditii :inde- 
plinesc coeficienţii din ecuaţia generală, cind conica 
respectivă trece prin O şi are aici pe Oz ca tangenţă? 
Soluţie. Deoarece О este pe conică, termenul liber éste 
nul (f = = 0) — căci pentru z = 0, y = 0, ecuaţia trebuie 
să fie verificată. Dreapta y = 0 taie conica in punctele 
de abscise date de ecuatia az? x 2dx +- f — ©, ‘la. по 
ax? + 2dx. Ca a doua rădăcină să fie tol 0, trebuie ca 


d = 0. 
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Așadar, ecuaţia conicei raportată la axele menţionate 
este 


ax? + 2bxy + cy? + 2ey = 0. 
Fie A(x, y), D(z,, y,). Să scriem condiţiile problemei 
ax; + 2bx,y, + cyi + 2ey, = 0 (1) (A pe conică) 
axi + 2br,y, + су; + 2eya = 0 (2) (В ре conică) 


212 + yiy. = Ü (3) (ОА | OB) 
Dreapta AB are ecuația 
y — уу = >> (z — a) 
л — 4i 


Ea taie axa Оу (z = 0) in punctul de ordonată 


Yo = Yı тг ao ss UT = (4) 
27 1 177 m 


Problema revine la a arăta са din (1), (2), (3) rezultă 
că expresia (4) este constantă. 
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Căutăm sà formăm întîi expresia £ Yı — 20. 
inmultim (1) са — 7251 (2) cu Ў si adunám 


2 Za 
M = M 
G(X4y, — 2105) — CYaYa ` n Уз — деу уу», ° 
2125 
„ (z, — а) ыс Ü 
2125 
Tinind seama de (3), — yjy, = Late, 
(а + c) (250 — X493) = — 2e (z, — x) 
оуу — уз ае E, 2е 
z, — X, a + c 


Observaţie. Dacă a + с = 0, conica este o iperbolă 
echilateră (eventual două drepte perpendiculare). În 
acest caz punctul de intersecţie „este la infinit“, ceea ce 
se interpretează astfel: coarda АВ este paralelă cu nor- 
mala în О. Ca exerciţiu, cititorul poate stabili aceasta 
pe ecuația redusă a iperbolei echilatere, de exemplu, pe 
ecuaţia у = s 

x 


186. Sá se verifice egalitatea 


[I +r+ 2 + .. + n) (0 — r) = 1 ра 


Dacă — 1 < r < 1, lim (A + r + n ri) = 7 
n> со — pr 
Solutie. Avem 1 + r +... + r^ = ees —: 
— r — г 
Dacă |r| «1, hm rr — 0. 


Notă. Expresia 
U, + u, +... + u, + S 0 (eu o infinitate de ter- 
meni) se numeşte „serie“. Notăm 5, = u, + us + ... +. 
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+ иһ. Dacă lim S, există, lim S, = 5, seria se numeşte 


„convergentă“ şi S se numeşte „suma“ ei. În caz contrar, 
seria este divergentă. 

Seria 

n ы E e A 

numită seria geometrică, dacă |r| < 1, este convergentă 

; 1 
şi $ = 

1— r 


187. Să se arate că seria (numită seria armonică) 
1 1 1 1 
[pp ale ды серу с, 
2 T 3 2 £ n 


este divergentă. 
Cum gîndim. S, este un sir crescător. Ca să arătăm eà nu 
are limită finită, trebuie să arătăm că lim S, = со, adică 
oricare ar fi numărul M, putem lua pe n suficient de 
mare, astfel са să avem 5, > H. 

Grupăm termenii lui S, astfel: 


ide edd dd qs m 


1 Кыл ilc due do 
3 =, 1 47." uU аЛ s та 
ps d epe. 

8 9 2 
Deci $$, pd de po cdm . Luind pe n sufi- 
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cient de mare ca hs putem forma oricit de multe paran- 


teze mai mari ca — , $4 va depási orice numár dat. 
о? 


Din nou, cum gîndim. Dar dacă am avea o altă serie cu 
termeni pozitivi, descrescători si lim u, = 0, nu am 
putea proceda la fel? Să luăm atit de mulţi termeni încît 


` ` ` 1 d ` ` 
suma lor să depăşească - - , аро1 o nouă grupă de ter- 
meni — desigur са mult mai multi termeni, pentru cá 
D P s: У „1 | 
el sint mai mici — care sà depășească — , S.a.m.d. 


Nu totdeauna putem face acest lucru. Chiar dacă în loc 


1 » š Р a3 
de—am lua un număr mai mic, de pildă 2 (о inÍini- 


ji 1 А | 
tate de paranteze, fiecare depăşind ш? 8E insemna tot, 


serie divergentă), la o serie convergentă termenii descresc 
atit de repede, încît nu mai putem realiza o paranteză 


4 A e. 
cu suma 205 de la un rang inainte. 


La seria armonică termenii descresc; aceasta ne-a 
obligat să luăm din ce în ce mai mulţi termeni într-o 
paranteză: 2, apoi 4, apoi 8, 16 ete. Dar descresc destul 
de încet, pentru ca de fiecare dată să putem avea o sumă 

1 
> e 
— < ÎL dar cu puțin mai mic; < 

101 100 1 001 1 000 
mai puțin. Descreşterea o constatăm lácind diferenta. 
Raportul a doi termeni consecutivi este din ce in ce mal 
apropiat de 1. Pe cind la seria geometrică, de pildă cu 


cu sl 


ratia Sa fiecare termen este Jumălate din precedentul. 
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Expresiile „descreste încet“ sau „repede“ nu sint 
precise, deci nu pot intra în limbajul matematic pro- 
priu-zis. Ele nu fac decit să furnizeze o impresie. ce 
poate fi utilă, dar pînă la urmă raționamentul riguros 
decide. 

Astfel: seria armonică ne-ar putea da impresia că 
din cauză că raportul (subunitar) a doi termeni consecu- 


. . U 
tivi ~* creşte apropiindu-se de 1, seria este divergentă. 
Uu 


an coi eana о аза. De exempi, la seria 
Er F ч I — -H ... raportul — “n+ tinde tot la 1, 


"п 
даг ФОНЕ. că ea este convergentă. 


188. Să se demonstreze că dacă seria u, +- и, + ... + 
+ Up + ... este convergentă, lim u, = 0. 
Reciproca este adevărată? 

Cum gîndim. Ipoteza: lim S, = S. Ce înseamnă aceasta? 
Că atunci cind m creşte, numerele $, se ,ingrámádesc" 
în vecinătatea lui S. Însă S, — б, = Un; Sny — Sn = 
= Un; inerámádirea numerelor 5, face ca Un, Ungi; ... 
sà fie „mici“. 

Solutie. lim 5, = 5. Deci, fiind dat un număr ^, 


putem găsi un № astfel cá pentru п > N să avem | Sn — 
25081 Ss deci şi | Sau — S| ` (fig. 71). 
. | Sny — Sal < =, [Un] < £. Oricare ar fi 
‚ găsim ре № [eu ajutorul relaţiei | $, — S| < = 


astfel ca pentru orice n >N să avem un, | < =. Deci, 
lün u, =Q. 


Heciproca ar avea enunţul: dacă lim u, = 0, seria 
иһ este convergentă, cu înţelesul toate seriile la care 


colecția cristal $ colecţia cristal $ colecţia cristal 


247 


Әп. Sny Pig. 71 


lim u, = 0 sint convergente. Nu e adevărat; nu toate. 
Ca să arătăm că nu toate, e destul să arătăm una la care 
deşi lim и, = 0, seria e divergentă, adică să arătăm un 
contraexemplu. Problema precedentă ni-l oferă. 


189. Stim că A c B (mulţimea A este inclusă în mul- 
timea В) înseamnă că orice element al lui A sau toate 
elementele lui A aparţin si i: В. Incluziunea poate fi 
exprimată $1 printr-o implicatie: 


a A -a EB. 


în cuvinte: dacă a € А, atunci a € В. 

Dacă elementele lui А 51 B sint figurate prin puncte 
din plan, incluziunea se traduce printr-o figură ca acea 
alăturată (fig. 72). 

Pentru exprimarea legăturii dată de incluziune sau 
de implicatie, se folosesc şi cuvintele: suficient; necesar. 
Deși uneori exprimárile sint eliptice (subintelese), trebuie 
să fie totdeauna clare două lucruri: 

1. ce condiţie este suficientă (resp. necesară) 

2. pentru ce. 

helatia A c B conduce 1а douá exprimári: 
1. Condiţia a € A este suficientă pentru a afirma cá 


a € b 
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“э 
to 


Fig. 


2. Pentru са a să aparţină lui A este necesar са 
a € B. (Este necesar; dacă a nu aparține lui P, sigur 
nu e în 4.) 

Să se observe sl pe figura 72. Ac B inseamnă: dacă 
un punct nu e in conturul B, sigur nu e nici în A. Ca să 
fie їп А, e în primul rind necesar să fie in B; dar — în 
general — aceasta nu e suficient: poate fi in P fără a fi 
їп А. 

Sá se exprime teorema precedentă (188): 

1) figurind mulțimile de care este vorba în ea; 

2) exprimind verbal relaţiile intre aceste mulţimi; 

3) folosind cuvintul suficient; 

4) folosind cuvîntul necesar; 

5) enuntind o teoremă în care în loc de afirmaţie se 
fac negatii; 

6) generalizare. 

Solutie. 1. Figura 73. 

2. Сс Z (mulțimea seriilor convergente este inclusă 
in mulțimea seriilor la care и, — 0). 

Z — C == g traduce faptul că reciproca nu este ade- 
váratá; dacă din mulţimea seriilor cu u, — 0 scoatem 
pe cele convergente, nu rámine multime vidá. Sau: 
există elemente in Z fără a fi si in C (exemplu: seria 
armonicá). 
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3. Conditia ,seria este convergentá^ este suficientá 
pentru a afirma cá termenul ei general tinde la 0. 

4. Pentru ca o serie > ua să fie convergentă, este 
necesar са un > 0. 

(Dar пи si suficient, ne arată seria armonică sau orice 
alt contraexemplu.) 

5. Dacă un nu tinde la 0, seria NU este convergentă. 

6. În general: (1) p = q este o propoziţie echivalentă 
logic cu (2) non q = non р. Echivalentă logic inseamnă: 
dacă am demonstrat (1) rezultă (2); invers: dacă am de- 
monstrat (2) rezultă (1). 

Dacă vorbim de mulţimi, A c В ә non В c non A. 
Pe figură e clar: 1) admit cà A C P, atunci un element 
care nu e in B nu e nici in A (fig. 72); 2) admit cá non 
Вс поп A; atunci orice element din A este si in B 
(fig. 74). 

Se poate rationa si direct: p — q inseamná: dacá 
p este adevărat, atunci sl q e adevărat (exemplu: p: 
seria este convergentă; 9: lim и, = 0). non q = non p 
înseamnă: dacă q nu e adevărat, atunci nici p nu este 
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(exemplu: non q : us +> 0; non p: seria nu e conver- 
gentá). 

Admitem cá am demonstrat p — q (1). Va fi de la 
sine adevărată implicatia non q = non p (2) (dacă 9 
nu e adevărată, nici p nu este, căci dacă ar fi, ar fi — 
conform (1) — şi q, contrar ipotezei). Admitem cá am 
demonstrat non q = non p (2). Va fi de la sine adevărată 
implicatia p => q (dacă p e adevărată și g este, căci dacă 
nu ar fi — conform (2) — nici p nu ar fi, contrar ipo- 
tezei). 


190. Considerăm mulţimea M а numerelor p = 2? + 
+ 1 (a = 1, 2,..., n,...). Sá se demonstreze că dacă un 
număr din M este prim, atunci a este o puterea lui 2. 
Ideea. Avem de demonstrat că 


р = 2° + 1 este prim — a = 2" 
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Vom demonstra propoziţia — logic echivalentă —: 
a + 2" әр = 2%--1 nu este prim. 


Solutie. Dacă a nu e o putere a lui 2, el este de forma 
а = 2}. i (i, impar i > 1). În acest caz, notind 2" = p, 


р = 2 4 =b + 1 = (b + 1) (bi — 02 + 
^ uei) 
deci p nu este prim (se divide cu b 4- 1) 


191. Sá se enunte propozitia reciprocá teoremei prece- 

dente. Cum s-ar putea arăta cá ea nu este adevărată? 
Sá se arate pe o figurá cum sint una fatá de alta mul- 

timile din. problemá. 

Solutie. Propozitia reciprocă: 


а = 2" = р = 2° + 1 este prim. 


Pentru a aráta cá aceastá implicatie nu este adevá- 
rată. trebuie să găsim un m pentru care p nu este prim. 

Pentru m = 0, 1, 2, 3, 4, p 1а valorile respective: 
3; 5; 17; 257; 65 537 care sint numere prime. 

Euler a arătat cá pentru m = 5, numărul 2?? + 1 = 
= 4294 967 297 NU este prim; el este egal cu 641 x 
x 6 700 417. 

(Ulterior s-au gásit si alte contraexemple.) 

Figura 75. 


199. Am demonstrat cá 


р = 9 ~ поп д = non p (1) 


Să se arate, ре baza ei, că fiind dată о implicatie 
p = 4, propoziţia reciprocă şi cea contrară sint echi- 
valente logic. 
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M: numerele р-2%1 


Solutie. Dacă p = q este o teoremă directă, propoziția 
гес1ргоса este 


q = p 
lar cea contrară directei 
non p = non q 


Echivalenta între ele rezultă din (1) sehimbind ре 
р siqintre ei. 


193. Considerăm mulțimea JH a triunghiurilor АВС cu 
A = 90° şi mulţimea M’ a triunghiurilor ABC, ale căror 
laturi verifică relaţia a? = b? + с?. 

Se demonstrează teorema lui Pitagora. 

Ce semn se pune între mulțimile M şi M'? Ce nu se 
stie încă despre cele două mulțimi si cum trebuie preci- 
zată relaţia intre ele? 

Solutie. Teorema Pitagora: A = 90° = a? = b? + œ. 
Deci Mc M'. Nu se ştie încă dacă M’ pe lingă triun- 
ghiurile dreptunghice conţine și alte triunghiuri (fig. 76). 

Vrem să arătăm că nu are. Putem proceda în două 
moduri: 1) demonstrăm reciproca: a? = b? + с? = А = 
= 90°, deci M' c M, aşadar M = М". 
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2 


M 
(A-90°) 


Fig 


2) Demonstrám contrara: А Æ 90° > а? = b° + c? 
(ieşind din M, ieşim şi din M’, deci M’ nu are ele- 
mente în plus față de M, M’ = M). 

E suficient să demonstrăm una din cle (căci, după cum 
ştim, ele sint echivalente). 


194. Citim enunţul: Condiţia necesară si suficientă ca 
un patrulater să fie paralelogram este ca diagonalele lui 
să se taie în părți cgale. 

Ce teoreme s-au demonstrat pentru a fi traduse in 
acest enunţ? 


Solutie. 

Patrulaterul ABCD diagonalele lui 

este paralelogram => [se taie în părţi egale 

(AB || CD; AD || BC) (40 = ОС; ВО - ОР) 
Condiţia ,diagonalele patrulaterului se taie în părţi 


egale“ este necesară pentru ca patrulaterul să fie paralelo- 
gram. 


a 
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Teorema reciprocă: 
(40 = OC; BO = OD) . — (AB // CD: AD JI CD) 


arată: condiția este $1 suficientă. 
195. O serie alternată 


па — üu, + u, + ... + (—1)""! u, +... 


in care u, sint numere pozitive descrescătoare și lim u, = 
= Ü este convergentă. 

Sər reprezintă o aproximaţie a lui Š prin lipsă, iar 
So prin adaos, eroarea fiind mai mică decit modulul 
primului termen neglijat. 

Cum gîndim. Să urmărim pe o axă numerele Š, = t}, 
S, == И 1 = Us, .. (fig. 77). 


Solutie. Numerele $5, 494, ..., Sok, ... formează un sir 
crescător, mărginit superior, Căci S, = (u, — ug) + 
+ (ug — u, + ... + (Ug, — Шо) şi fiecare paranteză 


este pozitivă. Acest şir are o limită 5 

Numerele 5, = и, $4 NE Ui уз s Us, EP Sorto c 
formează un sir descrescător, mărginit inferior, căci 
Sha hm (u> — из) — ... — (Uy — Из). El are o 
limită Š'. Insă Sonya — Soh == u4,,,. Pentru cá lim uz = 


= 0, lim $,,,, = lim S,; S = S. 
Avem $4, < Š 51 Š — S,, < us, 


196. Considerăm un semicerc de rază 1 şi tangenta în A, 
paralelă cu diametrul BOB” (fig. 78). 


O dreaptă variabilă trecînd prin О taie ЕИ 
intr-un punct /V și tangenta in M. (Putem numi punctul 
M proiecția lui N din centrul de proiecţie O pe tangentă 
$1 invers, proiecția punctului M de pe tangentă pe semi- 
cere este N). În acest mod, unui punct de pe tangentă îi 
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Fig. 77 


Fig. 78 
256 
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corespunde un punct pe semicerc $1 reciproc: unui punct 
de pe seinicerc îi corespunde un punct pe tangentă. 
Dacă pe tangentă luăm o axă numerică cu origina în 
A, cu sensul arătat pe figură 51 cu unitatea egală cu raza 
cercului, fiecărui număr real z îi corespunde un punct М. 
De asemenea, dacă măsurăm arcele prin lungimea lor 
de la A, sensul pozitiv find cel trigonometric, fiecărui 


d š б . m TU 
aumăr real y din intervalul deschis (кз: + A 
corespunde un punct №. Avem deci o aplicaţie bijectivă 
a mulţimii numerelor reale R pe intervalul is de 


Te T . ° T T . 
+ ). Numărul y din interval corespunzător numărului 


real x îl notăm y = arctg z. Numărul real x corespunzá- 
. м е е Т T A v 
tor unui numár y din intervalul iri s 5 ) il notăm 


— tg y. 

а) Dacă О este luminos, iar N un punct opac care se 
miscá uniform pe sfertul de cere AB, in ce fel se miscá 
umbra lui pe tangentă, M? 

b) Dacă M se mișcă uniform pe tangentă, in ce fel se 
mişcă punctul corespunzător № ре cerc? 

(Răspunsuri intuitive) 

Soluţie. a) Arcului a = AN parcurs într-un timp dat t, 
ii corespunde o lungime b = AM pe tangentă. Unui arc 
V.V egal cu primul parcurs în timpul £, — t = і ii 
corespunde un segment pe tangentă mai mare, cu atit 
mai mare cu cit /V e mai departe de A. Viteza lui M este 
din ce în ce mai mare, fără să precizăm deocamdată în 
ce fel exact crește ea. 

b) Analog. dacă M se mişcă uniform. N se mişcă din 
ce în ce mai încet, pe măsură ce se depărtează de A. 
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197. În problema precedentă presupunem viteza in 
mişcare uniformă egală cu 1 (unitatea de lungime în 
unitatea de timp). Să se calculeze viteza la un moment 
dat a punctului corespunzător. 
Soluţie. s = e- t; dacă ç = 1, s = t, timpul se măsoară 
prin spatiul parcurs în mișcarea uniformă cu ç = 1. 
Cind M se mişcă uniform (plecind în momentul O 
dn А), avem z = t. 
Spaţiul parcurs de № în intervalul f, £, este arcul 
NN, = AN, — AN notat Ay pe figură. 
Viteza medie în acest interval este 
d eunt NN, arctg x, — arctg x Лу 
m Түк d iii, i LC 
t — t dau Az 
Viteza în momentul t este limita acestui raport cînd 
і, — t. deci Az tinde la O (derivata funcției arctg zx). 
Avem (fig. 78) 


Ау _ ду, Аа Ас 


Ах А Ас Ax 


А 1 А š 
ОМ - 2, c 2°, = ‚ саша ш 


Cind Ax — 0," (raport intre arc si coardá) tinde la 
[^ 


1, Ay — 0, deci cos (y + Ay) tinde la cos y = ——— : 
| VIF z 1 + a: 
deci lim AY — NE 
Ах 1 + 2? 


Pe figură x > 0; prin simelrie fală de OA găsim cá 
formula se menţine. Deci pentru orice z, derivata func- 


€ 1 
bel arctg x este ——. 


dog? 
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Acum se vede са cu cit z este mal mare, viteza lui 
N este mai mică; dar se vede precis їп ce mod descrește 
această viteză. 

Pentru cealaltă problemă — cind № se mișcă uniform — 
viteza lui M va îi dată de 


uc = ааа = кы 
y—> y lim AY Cos2y 
x 
: . dz 1 A 
Derivata funcției x = tg y este-— = ——-. Cind y 
dy соѕ?у 


creşte, cos у descreşte, iar 


creşte. 
cos?y { 

198. Se poate demonstra са dacă o serie in care termenii 
sint puteri ale lui z este convergentă pentru |х| < R, 
derivata sumei S(x) este egală cu suma seriei ce se obţine 
derivind fiecare termen (convergentă în acelaşi interval). 

Folosind problemele 196 şi 186, să se scrie arctg т 
ca o serie de puteri ale lui z. 
Solutie. Avem 


= 1 — r? 4 — xê fes 
EF 5 + 
Rezultă 


3 Б 7 
arctg ME теа {л Re Ин AT E 
3 5 7 


egalitate valabilă numai pentru [z] < 1, pentru cá 


derivata lui arctg x este : $1 pentru 2 = 0, arctg 0 = 0. 


22 
199. 53 se demonstreze са 


Tt 


arctg " + arctg 1 228 
3 
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Ideea. Prelungim laturile unui patrat са în figură; obti- 


nem un nou patrat (fig. 79). 


Solutie. Figura 79 arată că tg B = n (adică B este arcte 


2) şi tga = + + Ea arată cà х + B = 


x 
"n 
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200. Cu ajutorul problemelor 198 și 199, să se calculeze 


i , I 1 
numărul x cu două zecimale exacte (eroarea < T 


Solutie. Avem 


1 1 1 1 1 1 1 
arilo m em hei ga ыя M MER 
2 3 8 5 3 ç 128 
ко К d dq ЖҮ 
3 3 27 5 243 7] 2187 
Deci 
T 1 1 11/1 1 1 (1 1 
Eed- He erg 
4 2 3 3 27 5 (32 243 
1 1 1 
EC 
71128 2187 


Ultimul termen este < = > deci este suficient să 


calculám pe 5, (obtinind o valoare prin adaos); la fiecare 
termen scoatem З zecimale. Obtiuem 


" —:0,834...— 0,054 + 0,007 = 0,786... 


Deci x, cu aproximaţie prin adaos: 3,144. 
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Prezesie culegere nu e alcătuită în vede- 


rea pregătirii unui examen; deci nu e ne- 


cesar să fie parcursă într-un timp dat, cu 
o anumită febrilitate; am spune mai curînd 
că este vorba aici de matematică distra- 
снуд, даг nu ne însuşim acest adjectiv, că- 
ci inf, eaga matematică este şi distractivă. 
Cititorul trebuie s-o parcurgă numai în má- 


sura în care aceas'- îi face plăcere. 


ч. [еї 7,25 


